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Kurzfassung

Angewandte Graphentheorie

Betrachtung von Farbungen, mit speziellem Blick auf die Landkartenfarbung und das

darausresultierende 4FarbenProblem

In dieser Arbeit wird die Landkartenfarbung aus graphentheoretischer Sicht betrachtet. Die
Frage nach der minimalsten Anzahl von Farben fir das Farben einer Langi#terte
chromatischen Zalg wird gestellt.

Dafur werden zallererst die wichtigsten Definitionen und Grundbegriffe der
Graphentheorieerlautert und dargelegtAnschlie3end werden die zuvor definierten
Eigenschaften von Graphen dazu verwendeis Konigsberger Briickenproblem zu l6sen. In
weiterer Folge werden plare Graphen definiert und charakterisieam im Anschluss
Uberhaupt auf die Farbung von Landkarten eingehen zu kdnnen. Fur die Charakterisierung
wird in dieser Arbeit der Satz von Kuratowski verwendet und ein Anwendungsbeispiel daftr
gezeigt. Darauf aufheendwerdendie verschiedenen Graphenfarbungen (Knetdfanten

und Listenfarbung) definiert und behandelt. Hierbei wird das Hauptaugenmerk auf die
chromatische Zahl gelegt. AnschlieRend wird das Farben von Landkarten, welche als
Dualgraphen dargestelltevden kbnnengesondertbetrachtet. Nach dem Beweis der
schwacheren 6und 5FarbenSatze fur planare Graphen wird defarbenSatz eingefihrt.

Die geschichtliche Entwicklung der Problematik wird genau betrachtet. Dabei wird auch
Kempes Beweisversuch betdelt und die Entwicklung des Beweises bis hin zum
computerbasierten Beweis von Appel und Haken geschildert. Abgerundet wird diese Arbeit
mit den verschiedenen graphentheoretischen Themengebieten, welche sich aus der Arbeit
mit dem 4FarbenSatz entwickelhaben. Dabei wird auf die bereits behandelten Kapitel der
planaren Graphen und der Graphenfarbung verwiesen. Die Faktorisierung von Graphen,
Hamilton Kreise und Matroide werden dabei noch als Gebiete der Graphentheorie kurz

angeschnitten.




Abstract

Applied graph theory

Examination of colorings, focusing on the coloring of maps &inel resulting 4color

problem

In graph theory colorings, especially the coloring of maps, are valid topics that have to be
investigated from a mathematical point of vielm. order to research the smallest number of
colors needed for coloring a map, known as the chromatic number, the most important
definitions and basic terms of graph theory are outlined. The previously defined
characteristics of graphs are then used to sdlve Konigsberg bridge problem.

Subsequently, planar graphs are defined and characterized in order to be able to discuss the
coloring of maps. For this characterization the Kuratowski theorem is used and an
application example is shown. Based on this,dH&erent graph colorings (vertex, edge and

list coloring) can be defined and analyzed, focusing mainly on the chromatic number. Then,
the coloring of maps, which can be drawn as a dual graph, will be analyzed and discussed
separately. After proving the @aker 6 and 5 color theorems for planar graphs, thecélor
theorem is introduced. The historical development of the problem is closely examined as
gSEtEftY YSYLISQA I dcdld tfidaliem, the devsN@m@rs of ifs rSof and the
computerbased poof of Appel and Haken are shown and discussed. An overview of various
fields of graph theory, which have developed through working with toeldr theorem,

rounds off this paper, referring to earlier discussed chapters of the planar graphs and graph
coloring. The factorization of graphs, Hamilton circles, and Matroids, as fields of the graph

theory, however, are only briefly mentioned.
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1 Einleitung

Selten entwickeln sich wichtige und interessante Fragestellungen der Mathematik aus einem
einzigenProblem, welches fumicht-Mathematikeinnensoverstéandlich und nachvollziehbar

ist wie der 4FarbenSatz.DemVersuchdiesen Satz/dieses Problem zemeisen entstammt

ein gesamtes @thematisches Gebiet, welches heute zu den Grundlagen demiatdc und
diskreten Mathematik zahlk die GraphentheorieBereits vor der 4arbenrVermutungen

gab es Fragestellungen mit passenden Losungsversuchen, welche spéater dem Gebiet der
Graphentheorie zugeordnet wurden, jedoch waren diese vereinzelt und nupezisfall

und nicht allgemein losbar.

Und genauliese Bedeutsamkeéinesfur Laien verstandlicheRroblems macla esfir die
Autorin so faszinierend und spannenfltganzend komnmdazu, dass sehr viele alltagliche
Probleme mittels graphentheoretischer Konzepte geldst werden kénmehsomit immer

ein Alltagezughergestellt werden kann

Diese Diplomarbeit ist eine rein hermeneutische Arbeit. Die Verfasserin dieser Arbeit betrieb
dazu ausreichend Literaturrecherche und versechurch ausgewahltes Zusammentragen
von Satzen und Beweisgtias Thema anschaulich zu erlautern und die Wichtigkeit des Vier

FarbenSatzes klarzustellen.

Zu Beginn dieser Arbeit werdemallerersteinige grumlegende Definitionen und Begriffe

der Graphentheorie erlautertVas versteht man unter einem Graphen und wann begann die
Arbeit in der Graphentheoriddabei wird auch auf das Konigsberger Briickebiem
eingegangen. AnschlieRend@gt ein genauerer Blicauf die sogenannten planaren

Graphen und dereRharakterisierungm Zuge dessen zitiedie Autorinden Satz von
Kuratowskidessen Anwendungnschlie®nd noch naher betrachtet wirdzerner

beschaftigt sich die Verfasserin dieser Arbeit mit dem Themaelschiedenen Farbungen
von Graphen. Nachdem dimterschiedlicherFarbungen erklarsind, geht die Autorin auf

das Hauptthena¢ die Landkartenfarbung ei@unéchst muss geklart werden, was eine
Landkartenfarbung ist und wie man diese durchfubrabei $ellt sichdie offensichtliche

Frage: Wie viele Farben benétigt man Uberhaupt fir siolehe Einfarburf@




Die Autorin arbeitet sickom schwachen SechBarbenSatz bis hin zur starken Behauptung

des VierFarbenSatzes voran:
Jeder planare Graph istférbbar.

Die Hintergrinde und dierichtigsten Meilensteine der geschichtlichEntwicklungdes Vier
FarbenTheoremswverden ausfuhrlich behandelbgerundet wid diese Diplomarbeit durch
das Hautern der, aus den Arbeiten am VidfarbenSatzentstandenenGebete der

Graphentheorie

Diein der Arbeitverwendeten Definitionen wurden teilweise selbst verfasst, teilweise aus
der gesamten (im Verzeichnis erwahnten) Literatur zusammengetragen, strukturiert und auf

eine einheitliche und zusammeahgende Formulierung gebracht.

Nicht zitierte Bilder wurden von der Autorin selpstithilfe der dynamischen émetrie-

Software Geogebra 5.0 erstellt.

Am Ende der Diplomarbeit befindet sich ein Symbolverzeichnis indem die wichtigsten

Notationen zusammergfasst wurden.




2 Einfuhrung in die Graphentheorie

Die Anfange der Graphentheorie liegen im 18. Jahrhundert, wobei die meisten Fortschritte in
diesem Gebiet erst im letzten Jahrhundert gemacht wurden. So auch die Erkenntnisse und
Satze zu planaren Graphemelche in diesm und im nachsten Kapitélehandelt werden.

Ein sehr bekanntes Problem S O K S aBabygchuReidér Graphentheorie behandelt
wurde ist das Konigsberger Briickenproblem. Es wurdpringlichmit Methoden gel6st,

welche erst Jahre spaté&t S YheueriGebiet, der Graphentheorie, zugeordnet werden

konnten(vgl. Vollmer, 2015)

2.1 Grundbegriffe

Um mit Graphen arbeiten zu kénngmissen zunachst einige Grundbegriffe definiert

werden.

Definition 2.1.1: EinGraphist ein PaafO  «HO disjunkter Mengen miOP @ 6.

Hier bezeichnetw 6die Menge aller zweielementigen Teilmengen varDie Elemente von

'Osind also zweielementige Teilmengen vwon

Beispiel:

SeilO O mitw phchoftiv undO  plt hplv hoht

ow
o

Abbildungl: Beispiel Graph




Die Elemente vo werdenEckenoder Knotendes GrapheriOgenannt.

Die Elemente vorOsind dieKantendes GrapherO

Ein Graph heiZndlichoder unendlich je nachdem ol endlich oder unendlich ist.

Die OrdnungsGeines Graphen entspricht der Machtigkeiisvon w (vgl. Diestel2010)

Ein Graph kandargestelltwerden, indem man die Ecken auf Punkte in der Ebene abbildet
und die Kanten als Jordan Kurven. Eine Jordan Kurve ist eine stetige Kaisreh dielbst
nicht kreuzt (vgl. Wagner, 2008). Die Darstellungen von Graphen sind jedoch nicht eindeutig.

Der Graph aus Abbildung 1 kann auch wie in Abbildung 2 zu sehnen ist dargestellt werden.

Abbildung2: Alternative Darstellung des Graphen aus Abbildur

Definition 2.1.2 Eine Eck® N wund eine Kanté&N ‘Oinzidierenmiteinander und heilRen

inzident wennu N ‘Qgilt.

Im Beispiel (Abbildung 1) inzidieste Eckep N @mit den Kantenplt hpv N O.

Definition 2.1.3 Zwei Eckendd ¥ ¢ von"Osindbenachbartin "Ound heiRenNachbarn
voneinander, wenn die Kantefw N Oist.

Zwei KanterthiQ* OY AGi  "Csind benachbart, falls sie eine gemeinsame Ecke haben.

Um wieder auflie Abbildung Zurtickzugreifen:

Die zwei Eckerp h¢ N wsind Nachbarn, daplt ¥ ‘O. Im Gegensatz dazu sind die Ecken
p ht ~ @wkeine Nachbarn depht e O,

Die Kantenph; hplw ¥ ‘Osind benachbart, ddie Eckep N plt und p N ph ist.

11n dieserArbeit werden beide Ausdrucksweisen verwendet.
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Definition 2.1.4 Sind je zwei Ecken vd@benachbart, so heifOvollstédndig Einen

vollstandigen Graphen aéfEcken bezeichnet man als.

Definition 2.1.5 Der GradQ U einer Ecka ist die Anzahl der mid inzidenten Kanten, also

die Anzahl der Nachbarn van

Den héchsten Grad eines Knoten "Onennt manMaximalgradvon "Ound man schreibt
Yy "08

Allgemein gibt es in der Graphentheogerichteteund ungerichtete Grapherwobeidie

Kanten bei einem gerichteten Graphen nur in eine Richtung durchlaufen werden kénnen.
Vorstellen kann man sich dies wie eine Einbahn im Stral3enverkehr. Graphisch werden die
Kanten in einem gerichteten Graphen oft als Pfddegestellt, um die Richtung zu
verdeutlichen.n der Nomenklatur wird das Attribuaungerichtetimeist weggelassen. Ein

gerichteter Graph wird immer explizit hervorgehoben.

Sei ein Grapf0O @O gegebenGibt esm der Kantenmeng@®mindestens zwei Kanten
& e v ‘Owelche beide die Knotedhh) ¥ wverbinden so sagt mariObesitzt

Mehrfachkanen.

Existiert in einem Graphé® @hO eine Kantgd 0 N O, welche den Knoted M &

mit sich selbst verbindet so nennt man diese kasiheSchleife

Abbildung3: gerichteter Gaph G, Graph H mit Mehrfachkizn Graph J mit Schleife




Definition 2.1.6:Ein ungerichteter Grapi® «HO ohne Mehrfachkanten und Schleifen

wird einfacherGraphgenannt.

Bemerkung In dieser Diplomarbeit betrachtet die Autorin Graphen, sofern nicht anders

erwahnt, immer als einfache Graphen.

In der Graphentheorie wird sehr viel mit Algorithmen gearbeitet, welche schlussendlich
durch die Berechnung mittefSomputer gelost werdekbnnen Deswegen sollte man sich
Gedankerdaribermachen, wiesin Graphicht zeichnerisclsonderncomputertauglich
dargestellt werden kannDazumussman sich die grundlegende Frasfellen Wie arbeitet
ein Computer? BrerarbeiteteinenBinarcode. Diegebesteht aus genau zwei moglichen
Zustanden: 0 bedeutedus (kein Strom)nd 1 bedeutetkin (Strom) Auf dieser kleinsten
Information, also O oder 1, ist die gesamte Computersprache aufgebaut.

Ein Grapmusssomit, um computertauglich dargestellt werden zu kénnear aus Nullen

und Einsemn geschrieben werden kénnen.

Dies wird durch die sogenanngajazenzmatrixjewérleistet. Die Eintrage der Miax
zeigen das Vorhandenseitl§) beziehungswise dasicht- Vorhandenseind 1) éiner Kante

zwischen zwei Knoten.

E F e A B C D E F G
Al O 1 0 1 O 0 O

c B | 1 0 1 0 1 0O O

c| O 1 0 1 1 1 O

D 1 0 1 O 0O 0 O

E | O 1 1 O 0O 0 O

A 5 F | O 0 1 O 0 O 1
G| 0 O 0 0 O 1 O

Abbildung4: eingraphischdargestellter GrapfOund seine Adjazenzmatrix




Mit der Verwendungder Adjazenzmatrix wird klar, dass bei einem Graphen weder die
Position der Knoten, noch die Form oder die Lange der Kanten einesRellien. Wichtig ist
einzig und alleinlie Beziehung zwischen den Knoten, wer also mit wem benachbart ist.

DieseBeziehung ist symmetrisch.

Wann kann behawi SG 6 SNRSyYy > RI & asinii?d)SdiwadietisutetfaS y o 3t SA (
Uberhaupt?

In der Graphentheorie ist die Isomorphie zwischen zwei Gnaphe

"O O dzy'®  wHO die drukturelle Gleichheit eben dieser.

Definition 2.1.7: Der GrapiO O istisomorphzum GraphedO & HO hwenn es
einebijektive Abbildung gw© « gibt, fir die gilt:

oo MO8 o b © N O fur alle Knotershtod
und man schreibtOé "Qe

Die Abbildung nennt man einen Isomorphismus. Gilt zusatzlidh "@so ist* sogarein

Automorphismus.

Ob zwei Graphen isomorph sind, kann naarchtber die Adjazenzmatrizen definieren.

Definition 2.18: Zwei Graphen sindomorph wenn die Knoten beider Graphen so

umbenannt werden kdnnen, dass die Adjazenzmatrizen beider Graphen gleich sind.

Beispiel:

Behauptung: Der in Abbildungalhgefihrte Graph ist isnorph zum Graphen awder
Abbildung4.




RPOORRRO|Ir
oOorocoocoor<Z
OO0ORrRrOOOR|Z
EleoNeoNoNoNoNI@)
RPOOORrROO|T
Ooooor o
OORrRFRPROORT

DO UVOZZrr

Abbildungb: ein weiterer GrapfO und seine Adjazenzmatrix

Um die Behauptung zu validiergrersuchen wir eine Umbenennung der Knoten zu finden,
sodass die Adjazenzmatrizans Abbildung 4 und &leich sind. Dazudginnen wir den Grad
der Knotenzu vergleichen.

In Abbildung 4ilt: Q6 THQ6 oiQ0 pdzy R6 QO QO QO ¢8

In Abbildurg 5gilt: Q0  THQ'YY oQ0 pdzy RO Q0 Q06 QO ¢8
Daraus ergibt sich folgende Umbenennuaig geeignete Wahd m 6RY™ 6 dzy Rm "GB
Durch den Vergleich der Knotengrade der jeweiligen Nachbar BohHORO dzy” Rn5 h h
kommt man schnebwf: 0 ™ "G m 'Oh) m Odzy &Rm 68

Nach dieser Umbenennung statie Adjazenzmatrix aus Abbildungvie rechts in Abbildung

6 aus.

oroocookr<Z
OO0oORrOOOR|Z
RroOoOoocoor O
RPOOORrROO|T
oOoooor ol
OORrRRFRPROOR|T
3

WOX>mMUTO

RPOORRERLROON
OFRr O0OO0CO0OORr T
OO0OFr O0OO0OO0ORrR| U
N eNoNoNeNaN =Nl
RPOOOFrOOoO>
eNoNoNoNaN=Nalln)
OORrRFRPROOR T

VO UVOZZrr
POORRROIr

Abbildung6: Adjazenzmatrix aus Abbildungriach der Umbenennung

Nach einer alphabetischen Umsortierung der eben entstandenen Matrix, folgt nun die
gleiche Ajazenzmatrix wie in Abbildung dnd die Isomorphie der beiden Graphen wurde

bewiesen.




RPOORBRLPRFROOND
oOrOO0COORrR T
corooor g
RPrOoOOoOoOooOoOorm
RPOOORrOO>
cocooocor o
cCorPrOOrR W™
cooror o>
CoORrOFrROrR T
OrRrPRPLPORFrROOND
cooor or|U
Ccooorrrom
ROoOOoOOroom
oroOoOocOocOoOoOR

WOX>MUTO

3
OmMmMmOOm>

Abbildung7: alphabetische Umsortierung der Adjazenzmator O

Bevor im nachsten Kapitel auf das Kénigsberger Briickenproblem eingegangen wird, missen
noch die Begriffe Weg und Kreis definiert werdengénzend dazgibt es auch nocHie

Begriffe Baum undlvald, welche fiir die weitere Arbeit erlautert werden.

Definition 2.19: EinWegin einem GraphefQist ein Grapih) @O0 mit ®

whomhn undO  who hoho Bho [ mit'Q p.Diew sind paarweise
verschiedenDieKnoten und @ nennt man Endknoten vom Wegund die Knoten
wrdw  nennt man innere Knoten vom Weég

Die Lange eines Weges ist die Anzahl der Kanten. Ein Weg mit der@zatgaso QKanten

und man scteibt 0 8

Abbildung8: Ein Weg £in G
Mit der Ausdrucksweise S Wefy vonew Y | @& oder auctoein Weg zwischeo O1T & &
bezeichnet man einen Wagmit demerstenKnoten®w dzy R RSY f Sl 4SSy Yy2GS




Definition 2.110: Ein Weg) von® Y | @Knit'Q ¢ erweitert durch dieKante o fo  ist
ein Kreis Eina Kreis mifOKanten bezeichnet man als Kreis der La@yad manschreibt

0.

Abbildung9: Ein Kreisdin G

Definition 2.1.11 Einen nicht leeren Graphé® 0O nennt manzusammenh&ngend

wenn es fiir je zwei KnotesoN weinen Weg vormoy | Géibt.

Definition 2.1.12 Ein GrapiO  «hHO hder keinen Kreis enthalt nennt matiald Ein
zuammenhangender Wald wird wiedem Baumgenannt. Die Knoten eines Baumes mit

Grad 1 sind di8latterdes Baumes.

Abbildungl0: Ein Wald bestehend aus 4 Baumen
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2.2 Das Konigsberger Bruckenproblem

DasKonigsberger Brickenpblembeschreibt die A

Fragestellungob es einerSpaziergang durch Konigsberg _.;;;';r,;fr'u-;_n Ve g
zur Zeit Eulermit folgender Bedingung gibfiede der 7 St
: & o o

Briicken uber deiPregeimuss genau einmal Gberquert _;,.g.;;ff{;
e —

werden. Zusatzlich méchte man am Ende des WA
Spaziergangs wiedeumAnfangspunktzuriickkehren =T

Abbildungll: Kénigsberg zur Zeit Eulers

Mit denvorangegangenen Definitiond@nn nun das URL http:/mww.0sa. fu-
v .. . berlin.de/mathematik/aufgaben/koenigsbe
Kongsberger Bruckenproblegraphentheoretisch ger_brueckenpmb,em,mgex.htm| ¢

betrachtet werden. Um einebesseren Uberblick zu erhalten, wird &mph modelliert, bei

dem die Ecken die Ufaund die Kanten die Briicken darstellen:

Abbildungl2: Graph des Kdnigsberger Briickenproblems
inkl. Grad der Knoten

Definition 2.2.1: Sei'O O ein GraphEin Wegd 0 8 i) heiRtEuler Wegwenn0
jede Kante au®genau einmal durchlauft.
Fir jedesQN ‘Ogibt es genau eif® 18 it p,sodas 0O  gil.

Definition 2.2.2 Sei'O &0 ein GraphEin Weg) U 8 0 heil3tEuler Kreiswenno

ein Euler Weg ist und 0 ist.

11



Satz2.2.3 SefO @O ein zusammenhangender Graph raiisA T A |, danh Hilt:
"OAAOEOUO AET ATE AAONR O THOBOME OAETTAT CAOAAAT ' OAA
(vgl.Schnitgey 2016).

Satz2.2.4 SeflO MO ein zusammenhangender Graph raisA T A |, dafa ilt:
“Obesitzt einen Euler Weg, der kein Euler Kreis igts gibt in'Ogenau zwei Knoten mit

ungeradem Gradvgl.Schnitger 2016).

Ein Euler Weg durch Kénigsberg war nicht méglich. Dies bewies Leonhard Euler im 18.
Jahrhundert (vgISchnitgey 2016) Zu jedem Ufer, welche in Abbildung 12 als Knoten
dargestellt werden,fhrt eine ungerade Anzahl von Briicken/Kanten. Wie in Satz 2.2.4
ausgefihrt, diarfen nur genau zwei Ufer eine ungerade Anzahl von Briicken besitzen. Diese

Zwei dienen beim Rundweg als Stamd Endpunkt.

Das Konigsberger Brickenproblem ist ein topologiséhreblem, weil es beim

Losungsversuch nicht auf die geographische Position der Briicken ankommt, sondern allein
darauf, welche Briicke mit welchem Ufergebiet verbunden ist. Euler I6ste diese Fragestellung
bereits im 18. Jahrhundert und konnte auch eine atigene Bedingung fur Euler Wege und
Euler Kreise stellen. Seine angewandten Methoden werden heute dem Gebiet der
Graphentheorie zugeordnebie Frage, ob ein Graph eulersch ist, lasst sich relativ einfach
beantworten unddie Beantwortung der Fragestellurgj auch ingerichteten Graphemnd

Graphen mit Mehrfachkantemadglich.
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3 Definitionund Charakterisierunglanare Graphen

Der Begriff des Graphemurde imvorangegangenen Kapiteingefuhrt In diesem Kapitel
geht es nun unGraphen mit bestimmten Eigenschaften. Fur die spéatere Landkartenfarbung
bendtigen wir sogenannte planare Graphen. Wie diese definiert und charakterisiert werden
fuhrt die Autorin in diesem Kapitel aus. Anschlie3end erlautert sie noch den Satz von

Kuratowski und fihrt ein Anwendungsbeispiel dazu durch.

3.1 Die eulersche Polyederformel flr Ebenen

Definition 3.1.1: Ein GrapiO @O heiRRtplanar, wenn es eine Darstellung vé@in der

Ebenea gibt, in de sich die Kanten nicht kreuzen. Die Kanten treS8g nur in den Ecken

Die oben beschriebene Darstellung nennt man apiemareEinbettung Eine solche

Einbettung eines Graphen zerlegt die Ebeneerschiedene Flachen, dengenannte

Facetten.

Satzvon Euler3.1.2 In einem zusammenh&ngenden planaren Grapl@n «hiO mit
s £M0s G hHQ Anzahl der Facetten urid  p gilt:

€ a Q¢
Beweis:Wir fihren den Beweimittels Induktion durch.

Mit gegebenerAnzahl der Ecked, fihren wir eine Induktion nach der Anzahl der Kanden
durch Im Induktionsanfang betrachten wir 1. Somit besteht der Graplaus eine
einzelnen Ecke und einer Facette, der &uferen Umgebenden.

Also giltt  "Q pundfolglichauch die eulersche Pagerformele & "Q c.

Seinuma  p8Nir nehmen anm ‘QN ‘Osodass gilttO  "OQist immer noch
zusammenh@agend. Nach der Entfernung vélverschmelzen die beiden anliegenden

Facetten miteinander und wir erhalteén  ¢ha a pOT R Q p.
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Nach Imluktion gilt die Euler Formel auch fi@und der Beweis ist abgeschlossen.

Gibt es allerdings keii28 ‘Osodass gilt’'O  "OQistimmer noch zusammenhangeysb
spricht man von einem Baum und esiss’'Q p gelten.DieEuler Formel ergibt sidhierbei
ausfolgendem Fiir einen BaufO @O CEAd Ot p (vgl. Aigner, 2015).

Beispiek zur Euler Formel

Beispiell.)

Graphdes Konigsberger Briickenproblems

Abbildungl3: Gaph des Konigsberg@&rickenproblems;
Anzahl der Facetten

Dieser Graph teilt die Ebene in finf Facetten. Mit vier Ufern und sieben Briicken ergibt sich:
¢ thx xhQ u8
Setzt man diese Werte in die eulersche Polyederformel ein folgt:

T X U ¢¥ ¢ G

Beispiel2.)

Die Eulersch®olyederformelvird sehr h&ufig in der Geometrie verwendet
Dreidimensionale Objekte auedGeometrie kdnnen als plana@raphen gezeichnet
werden.Dabei wird eine Flache des Objekts als dulRere, unendliche Flache dargestellt.
Betrachtet man einen Quadenit seinensechs Flache@ Seitenflachen, eine Grundnd

eine Deckflachedls Facetten, acht Knoten und zwolf Kantsiimmt auch hier wieder die

Formely p¢ @ ¢¥ ¢ .
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Abbildungl4: Quader als planarer Graph mit Faesitbeschriftung

Aus der eulerschen Polyederformel lasst sich nachstehendes Kdotdiam, welches fur

manche Beweisfuhrungen in der Graphentheorie essentiell ist.

Korollar 3.1.3:5eiO  «HO ein zusammenhangender planarer Graph mit mindestens dre

Kanten. SeKdie Anzahl der FacettaimdsOs &, so gilt:
ca OoM®
Besitzt der GraplfOkeine Dreiecke, so gilt sogar
ca 1M
Beweis

Jede Facette des Graphen besitzt zumindest drei Kanten, welche diese begrenZ2dgieSei
Anzahl der Facetten mi@egrenzenden Kanten. So git2 B "Q Fir die Kantenanzatl
des Graphen gilt dangad@ B "(DQ da jede Kante an maximal 2 Facetten greAmnts

den beiden Gleichungen folgtda o0Q 18

Der Beweis zur zweiten Ungleichung aus dem Korollar @itd3fast analog gefiihrDabei
geht man jedoch von Facetten aus, welche zumindest von vier Kanten begrenzt werden (vgl.

Theobald, 2016).
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3.2 Charakterisierung planarer Graphen

In diesemUnterkapitel wird untersuchtwie sich planare Graphen charakterigerdassen.
Dazu wird der Satz von Kuratowski verwendet, welcher planare Graphen anhand von
verbotenen Untergraphen charakterisieBevor wir aber zu diesem Satz kommmedissen

noch einigeBausteinebereitgestellt werden

Korollar 3.2.1:Jeder planare Graph mit mindestens drei Eckiars, heil3e o, hat

hochstensoe @ Kanten.Alsogilt:
o ¢ Q.
Fur jeden Dreiecksgrapheainen Graphen bei dem jedenere Facette von 3 Kanten

begrenzt istgilt sogar die Gleichheit:

o @ a8

Der Bewes kann in der Literatur (Diedte2010)nachgelesenverden.

Definition 3.22: Ein GrapiiO @ hO heiRtUntergraphvon'O O , wennoe®
und Qe Ogilt.

Qe

Abbildungl5: Graph G unein moglichetUntergraph G'
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Definition 3.2.3: Sei'O &0 . EineUnterteilungeiner KantéQ ~ 6h) ~ Oist das
Ersetzen dieser Kante durch zwei neue Kawdeimd &y welche die beiden Eckenund O der

entfernten KanteéQuber eine neue Eckd © wverbindet.

a b
e w
*—9
u v 1] )
Abbildungl6: Kante e vol Abbildungl7: neue Kanten a und b na
Unterteilung Unterteilung von e

"Oheif3t Unterteilungsgraptvon "Q wennOdurch eine endliche Reihe von Unterteilungen
von "Oentsteht.

Definition 3.2.4:Sei'l0 O . DasZusammenziehewon zwei Kanteyund ¢y welche die

beiden Eckeid und U liber eine Ecké verbinden, erzeugt eine neue Karfle 6h) e ‘O,

Dabei wird der Knoten N wentfernt.

Das Zusammenziehen von Ecken ist der umgekehrte Vorgang zur Unterteilung von Kanten.

Lemma3.25: Ist ein GrapiO O nicht planar so ist auciede Unterteilungvon ihm

nicht planar(vgl. Aigner, 2015)

Wichtig fuir diePlanaritatvon Graphen sind der vollstandige Graphund der vollstandig
bipartite Graphv f, . Diese werden in den nachfolgenden Abbildung8rund 19

dargestellt.

Definition 3.26: Ein GrapiiO  «hO heiRti -partit, wenn es eine Partition vonini Teile
gibt fur die gilt: Die beiden Knoten einer Kante dgagen immer in unterschiedlichen

Partitionen. Weiters dirfen die Ecken aus der gleichen Partition nicht benachbart sein.

Eing-partiter Graph wird auch bagatiter Graph genannt.
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Abbildung18: 0 dyollstandiger Graph Abbildung19: U j dvollstandiger bipartiter
mit 5 Ecken Graph, der in 2 je-Blementige Teilmengen
aufgeteilt ist

Satz3.2.7:0 undu j sind nicht planare Graphgwrgl. Aigner, 2015).

Beweislt ist nicht planar:Beweis durch Vierspruch unter Verwendung der eulerschen

Polyederbrmel.

Wir nehmen an, dass planar ist. Laut dem Satz von Euler §iX: ¢ &  £. Also gilt fur
deno T EO pmn +AT OAIQ O1pAn v. AuddeiEddridrmelergibt sichQ  x8
Fir planare Graphen gilt weiterBallsy planar eingebettet istmuss jedé-acette von
mindestens drei Kanten umrandet und jede Kant®n zwei Facetterbegrenzt seinSomit
mussa’Q ¢d& gelten(Korollar 3.1.3)Mit 'Q xOT & p 1€ Eflir &end d,

cQ ¢ 8 ¢p ¢B

Was ganz klar einen Widerspruch darstéttjl Vollmar, 2015)

Der Beweiglafiir, das® j nicht planarist wird ahnlichdurchgefiihrtund bleibt dem Leser

selbstiiberlassen.

Wenn marzum Beispietlie Abbildungn 18und 19 desv und0  betrachtet, ist es
vermeintlichoffensichtlich, dass die beiden Graphen nicht planar sind. Um die eulersche
Formel zu widerlegemmiisste eireinfachesAbzahlen der Facetteereits gentigen.

Betrachten wir mit diesem Gedanken doch einmal den
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Abbildung20: zwei verschiedene Darstellungen des K4

Beide Grapheim Abbildung 2@eigen den vollstandigen Graphén. Laut Definitiordes
vollstandigen Graphen in KapitelrBissen immer zwei Ecken miteinander benachbart sein.
Bei beiden Abbildungen ist dies der Falich die Adjazenzmatrizeter beiden dargestellten
Graphensindident. Die Anzahl der Knoten uri¢anten tber die ein Graph definiert ist
veréandern sich bei einer Verschiebung der Knoten nicht. Die Anzahl der Facetten allerdings
schon.Esreichtalsonicht aus die Facetten bei einer gewahlten Darstelluadgzuzahlenum

die Planaritat zu beweiserder zu widerlegen
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3.3 Satz von Kuratowski

Satz von KuratowsKs.3.1: Ein GrapiiO  «wHO ist genau dann planar, wenn er keinen

Unterteilungsgraphen voar I A A @ enthalt.

Das heiR3t also, dass Unterteilungsgraphenwoih A A @ verbotene Untergraphen sind.

Teilbeweise re

Diese Richtung wird durch einen indirekten Beweis gefiWit.nehmen an, dass der Graph
"O HO eine UnterteilungOOT & T A A @ enthalt. Wir wisseraus Satz 3.2.Bereits,
dassv OT & j nicht planar sind. Daraus folgtit dem Lemma 3.3, dass die Unterteilung
“Oauch nicht planar ist.

“Oenthélt somit einen nicht planaren Graphen unddsimnachselbst nicht planagvgl.

Vollmer, 2015)

Fur die aul3erst komplizierte und umfangreiche Rickrichtung misste man fir einen
schlissigen Beweis noutel weiter aushten undeinige Begriffe definieren und Satze
darstellen.Da der Satz von Kuratowski nicht Hauptthema dieser Arbewist der Beweis

fur die Ruckrichtung weggelassdBei Interesse kann diese in der Literatur, zum Beispiel in

WagnersAlgorithmen fur planare Graphg2008) nachgelesen werden.
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3.4 Anwendungles Satzes von KuratowskKi

Als Anwendungsbeispiel zeigen wir anhand deseSatm

Kuratowski, dass der Petersen Graph nicht planar ist.

Der Petersen Graph ist nach einem danischen Mathematik
benanntundistdurch 10 Koten charakterisierf welche alle
den Grad 3 haben.

4 Abbildung21: Petersen Graph

Im ersten Schritt entfernen wir einen beliebigen Knoten und
die mit ihm inzidieraden Kanten. In der Abbildun@ #vurde

. der Knoten E entfernfvgl. Vollmer, 2015)

H

L ®

Abbildung22: vereinfachter Petersen
Graph .

Durch das dsammenziehen einiger Kantentsteht der

folgende Graph aus Abbildun@.2Daflr werden die Knoten mit .
Gradzwei auf einen ihrer Nachbarn gezog&amitist der
vereinfachte Petersen Graph aAbbildung22 ein

Unterteilungsgraph des zusammengezogenaneinfachten

e H

L4 \

Petersen Graphs (vgl. Vollmer, 2015). Abbildung23: vereinfachter,
Zusammengezogener Petersen
Graph

Nachdem letzten Sclhit fallt auf, dass alle verbleenden6 Knotennun wieder vorGrad
dreisind. Beeits diese Eigenschafind mitHinblick auf das Ziel, den T A A @ zu finden
lasst vermuten, dass der Graph alsbildung 3 isomorph zum) f ist. Dies kann man
mithilfe eines Vergleiats der beidemdjazenzmatrizenachgewiesenverden
Graphischkannmit einer Verschiebung der Knoten die Darstellung@egsaus Abbildung 19

erreicht werden(vgl. Vollmer, 2015).

Demnachwurde gezeigt, dass der Petersen Graph einen Unterteilungsgraphei yon

enthalt undfolglichnicht planar ist.
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4 Graphenfarbungen

Wie viele Farben benttigt maom eine Landkarte einzufarben? Wie viele Aquarien bendtigt
ein Zoqum unterschiedliche Fischarten unterzubringen, wobei sich nicht jeder Fisch mit
jedem vertragt? Wie viele Spieltage benétigt man fur einlf&lihatch mit vier

Mannschaften, bei dem jedes Team gegen jedes spielen soll, jedoch keines zweimal am

selben Tag?

Die Theorie der Graphenfarbung besitzt vielseitige Anwendungsmaglichkeitarserem

Alltag Darunter auch die Landkartenfarbungelche imnéchsten Kapitdbehandeltwird.
Bevoraberiberhaupt Giber die Landkartenfarbumggsprochen werden kanmuss geklart
werden, was ein&raphenéirbungist. Im Folgenden werden die KnoteiKanten und die
Listenfarbung graphentheoretisch formulielh diessem Zusammenhang fallt der Begriff der
chromatischen ZahDie oben gestellten Fragen kénnen alle als Farbungsproblem formuliert

undinfolgedesserauch geléstverden.

4.1 Knotenfarbung

Definition4.1.1: Sei'O O ein Graphund "Yeine endliche MengeEineKnotenfarbung
einesGraphenOist eine Abbildung@n© “YY A' Q0  "Q0 F N NJ 0t ¥ @Die

Elementel N "Ysind die zur Verfligung stehenden Farben.

Je zwei benachbarténoteneines gefarbten Graphdmaben somit nicht dieselbe Farligie
Knoten mit derselben Farbe bilden eine sogenarifdebklasseJede Farbklasse msine

Teilmenge der Knotenmenge.

Es ist eingichtes einen Graphen einzufarben, wenn man fur jeden Knoten eine eigene
Farbe zur Verfigung hat. Dieage stellt sich jeddtnach der kleinsten Anzahl der Farben.
Also nach einem minimaléf@ &, sodass der Grapeine QFarbung habeziehungsweise
"Qfarbbar ist Ein GraphQist Folge dessef@farbbar, wenn eindnotenfarbung@jo ©

pHB hQ mit "OFarbenexistieri(vgl. Diestel, 201Q)
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Beispiel:

Eine3-(Knoten)Farbung des Petersen Graphen ist eine
Abbildung@n© Y E® pht8 ip mdzy R pllo .
Im Bildbereichder Abbildungsfunktion werden die drei

Farben rot, blau und griin als natiirliche Zahiénhdzy &R

dargestellt.
Abbildung24: Knotenfarbung des
Petersen Graphen

Definition4.1.2 Sei'0  ¢HO so heilt

N A A £

die chromatische Zahton"G3

Nachdem die chromatische Zahl definiert wurde, stellt sich die Fodgendwie man diese
bestimmen kann Auf3erdem betrachten wir, wie man sieMierhéltnis zu anderehereits

bekamten Werten wie zum Beispiel derGrad eines Graphen setzen kann?

Fur diechromatischezahl lasssich weites folgende Abschatzurangeben

Satz 4.13: Fir jeden GraphefOmit S0s &, gilt:

. O - ca -

(Diestel, 2010, S.130)
Beweis

Sei'Ceine Knotenfarbung vofOY A'@ ..."O C | NBCBaf zwischen zwei Farbklassen

"Q "Qmindestens eine Kante. Ansonsten kdnnte man beide Klassen gleich einfAdrait.
gilt auch schon digngleichungy  -'QQ p , welche nachQaufgeldst die angefiihrte

Behauptung isfvgl. Diestel2010).
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Im Jahrl941 vero6ffentlichte Brooks idiesem Zusammenhang einen oft und viel zitierten

Satz:

Satz von Brookd.1.4 Sei'Oein zusammenh&ngender Graph. Ist dieser Graph weder

vollstandig noch ein Kreis mit ungerader Lange, so.gil® Y "08

Beweis Gefihrt wird ein indirekter BeweidFiir> 'O pist"Oein0 , also hier
ausgeschlossen. F&r'O ¢ ist"Oein Baum oder ein Kreis gerader Lange und es gilt

."O ¢. SeidesswegerY 'O 08

Annahme: Es gibt einen Graph@& O hder die Bedingungen des Satzes von Brooks
erfillt und..."O ¥ "O gilt. Wir nehmen weites an, dass der Graph eine minimale Anzahl
von Ecken besitzt.

Entfernen wir eine beliebige Ecke' , so erhalten wir einen Graphé® O afwelcher
miti h Y "O Farben farbbar ist. In jedét "O-Farbung des Graphé@ist es notwendig

allei Farben fiir die Eckem hto 8 b, welche ifOmit 0 benachbartsind, zu verwenden.
Ansonsten kénnte der Grap®mit i Farben gefarbt werdenVir kbnneni  dannehmen
und betrachten die Ecket hio 8 o mit einer entsprechenden Farbgmit
unterschiedlichen Farbephci8 h .

Angenommen der Grapk@svurde wie beschrieben gefarbt, dann gilt:

1. Die Eckem und ¢ mit '@Q phchB fi dzyR "Qsindim gleichen Baurd eines
Untergraphend , welcher durch di&und Qyefarbten Ecken erzeugt wird. Anderenfalls
wiirden die abwechselnd mi@nd 'Qefarbten Ecken im Baumwelcher die Ecke
enthalt, eine Farbung des Graphé&ahervorrufen in der dieEckenm und w mit

derselben Farbe gefarbt sind. Dies wie oben gezeignicht mdglich.

Derzusammenhangendentergraphd des Grapheri@beinhaltet die mit@efarbte Ecke
o und wird durch die mittund '@efarbten Ecken erzeugt. Laut Punkist.die mit'(yefarbte

Eckew ebenfalls ind enthalten.
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2. 0 isteine Kette, bei der jede Ecke nur einmal durchlaufen wird. Die & ¢ké@grenzt
an genau eingmit der Farbéefarbte Ecke. Anderenfalls konrdedurch eine voriQ
verschiedene Farbe umgefarbt werden, was jedoch im Wpdach zur
vorgeschriebenen Farburgdie Eckert oo I8 ho werden mit unterschiedlichen
Farben gefarbt ware.

Im Untergrapher® sind alle Ecken, ausgenommeénund whvon Grad 2Andemnfalls
kdnnte man sich vo» zuw bewegen und dierste Ecke mit einem Grad groR3er als 2
in eine andere Farbe a@®der Qumfarben. Somit waren jedoad und & in
unterschiedlichen B&umen, was wiederum ein Widerspruch zu Punkt 1. ware.

3. Die Kettend undé mit @AQ phcB i und’Q Q Q “Om GrapheriQkaben
abgesehen vomikeine gemeinsame&cke Andenfallsmisste die gemeinsame Ecke in
eine von'@Qizy Rverschiedene Farbe umgefarbt werdddamiterhaltenwir jedoch
eine Farbungbei der die Ecke undw nichtdurch eine 2gefarbte Kette, in der Form

vond verbunden sindWas jedoch zu Punkt 1. Im Widerspruch steht.

Da der GrapHO nach Voraussetzung keinen vollstandigen Graphen enthélt, kbnnen wir
davon ausgehen, dass die Eckerund @ nicht benachbe sind. Dann beinhaltet die Kette
0 eine Eckey welche mitw benachbart istund es gilto @ 8n der Ketted , welche
existiert da nach Voraussetzung™O o gilt, kénnen wir alle mit 1 gefarbten Ecken mit
der Farbe 3 und auch umgekehrt umfarben. Daraus resultiert jedoch, dass die &etten

undd eine gemeinsame Ecke & haben, dies stehtu Punkt 3im Widerspruch

(vgl.Melnikov, 1969)

Nachdem digknotenfarbung definiert wurde, stellewir unsdie Frage, wie kann ein Graph
am kesten eingefarbt werden®@ikt es dafiir ein passendes Rezepilen Algorithmus der
immer funktioniert?Eine mogliche Herangehensweisen einen Graphen zu farben bietet

der Geedy-Algorithmus (vgl. Diestel, 2010):
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GreedyAlgorithmus4.15:

f Die Knoten eines Graphé@werden nummerierty 8 b 8

1 Féarbe den Knoten mit der Farbe 1.

f Seien nun die Knoten B b Y A'@ & gefarbt.

1 Im™@en Schritt farbt man den Knotain mit der kleinstmdéglichen FarbéQu N =.

Also mit der kleinsten Farbaelche kein Nachbar @2y Y A'Q "ereits tragt.

Eine grobe Abschétzung erhalt man durch die Annahme des schlimmsten Falles, demm Fall

jeder Knoten eine andere Farbe bendtigt.

Lemma 4.16: Esgilt:

O 08

Betrachtet man einen Knotein® comit dem GradQ 0 & so kann schlimmstenfalls jeder
Nachbar eine andere Farbe hab&uannbendtigt man fiir den Knoten R A(S pi S CI Nb S

und es gilt nachfolgender Satz:

Satz 4.17: Wenn alle Knoten eines Graph&@ &0 den Gract haben, so bracht man
héchstens  p Farbenum den Graphen einzuféarben:
.0 30 p

(vgl. HuBmann, 2015).

Der GreedyAlgorithmus bekam seinen Namen durdscenglische Wort fir gierig (greedy),
denn er macht nichts andergals gierig Koten fur Knoten, in welcher Reenfolge auch
immer sie in der Liste steherinzufarbenDieser Algorithmus nimmt einfaaken

nachstbesta Knotenund manhofft dabei auf eigutes Ergebni&arantieren kanmandies
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jedoch nichtIm Allgemeinen bietet er nur eine lokale Enritsilungshilfe Da nicht immer
das optimale Zielerle OK i ¢ANR YN&aA &S| SazN®Bargby af A OK
(vgl.HuBmann, 2015).

Definition 4.1.8:Sei’'O &0 ein Graphmit der Knotenmengéy U 8 i) . Den Grad
eines Knoted Y A"@ £ nach der Entfernung aller weiteren Knotdn bis0 , bezeichnet
man abden Restgradies Knoterd im RestgraphelO "O0 F8 fib  und man schreibt

Q U .

"Oist also ein Teilgraph vo) wenn man voriOnur noch die Knoted 6 Abamit ihren
induzierten Kanten tbrig lasst. Somit kann der RestgmedsKnoten in"O kleiner werden

als er im ursprunglichen Graph&war, und es gilt:
Q v QU

(vgl. HuBmann, 2015).

Istder GraphOvollstandig oder besitzt einerKreis mit ungerader Langso ist eine

3 0 pFarbungwie sie nach dem Greeddgorithmus entstehtsogar bestmaoglich. Im
Allgemeinen ist diese Abschéatzutkgs Algothmus, wie oben schon erwahnfedoch zu

grob. Wenn man den Knotan farbt, dann reicht bereits ein Farbenvorrat ven 0 p
Farbenaus, da die Nachbatn @2 Y A'@ "“wom GreedyAlgoithmus nicht beriicksichtigt
werden(vgl. Diestel2010).

LY S AY zWverl@sl AA3 SWdakren zu gestaltemwird die Problemtk des
Graphenfarbens nun voniiten betrachtet. Welcher Knoten sollte dopestenals Letzter
eingefarbt werden™Nach mehreren Uberlegungen wére es kldgn Knden mit dem
kleinsten Grad als Letztesnzufarben, da man so d&sikoeiner unnétigen zusétzlichen

Farbe minimiertDiese Herangehensweise beschreibt die nachfolgende Heuristik.
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SmaltLastHeuristik 4.1.9Eingegeben wird ein Grapd @O 8

1. Der Knoten mit denkleinsten Grad wird aus dem Graphen entfernt.

2. Schritt 1 wird solange wiederholt, bis der Graghiolistandig abgebaut ist.

3. Die Knoten werden in umgekehrter Reihenfolge mit dem Greddgrithmus
gefarbt.

Diese Heuristik gibt eine Farbung mit hochsttnA' @ 0  p Farben ausOsind hierbei

die Teilgraphen in der gewahlten Reihenfolge der KndbEmnacherhalt man fir den
GraphermOmit der Farbungsreihenfolge 8 h) eine neue Obergrenze fiir die

chromatische Zabhl:
O T A@ o 0

(vgl. HuBmann, 2015).

DieseAbschatzungler chromatischen Zahl ist schon etwas$er als beim Algorithmus

4.1.5,aber auch die Heuristik 4.1.9 liefert nicht generell die minimalste chromatische Zahl.

Auch gibt es immer wieder Graphdsei denen diese¥erfahren komplett versagen kann.

Wie kdnnte man die Heuristik noch verbessern?

Ein Schwachpunkt der SmbahlstHeuristik ist, dass die Reihenfolge der Farbung bereits von

Anfang an festgelegt wird. Es kdnnte sich doch wahrend der Farbung eine optimalere
Reihenfolge finden lassesenau das macht dieashfolgende HeuristikDiese nennt man
SaturationLargestFirstHeuristik oder auch Brela&lgorithmus Sie bestimmt die
Reihenfolgein der die Kanten geféarbt werden erigh Laufe der Féiung, also dynamisch.
5 S NJ b $atrdtionic] dz 5 S dzii & O K¢ runt{dahér idass diykadten mit der

hochsten Anzahl an bereits gefarbten Nachbarn bevorzugt wird.
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Saturation-LargestFirstHeuristik 4.1.10Eingegeben wird ein Grap®  «HO und eine

vorher festgelegte, jedoch beliebige Knotenreihenfolge.

1. Unter den ungefarbten Knoten wird derjenige Ausgewahlt, welcher die hochste
Anzahl von bereits gefarbten Nachbarn hat.

2. Dieser Knoten wird mit der kleinsten, noch zur Verfligung stehenden Numm
eingefarbt.

3. Punkt 1 und 2 wird solange wiederholt, bis der Gra@ollstandig eingefarbt ist.

Ausgegeben wird eine Farbung des Grapi@nit héchstensss 'O p Farben (vgl.
HulRmann, 2015).

Es gibt noch weitere Heuristikewelche die intelligentefrarbemethoden von Graphen
beschreiben. Darunter auch welche, die auf besondere Eigenschaften von Grapheegtusgel
AAYR® | 6 SN Indt®l&uriskkerS wiefthe &ighyirRmeodie minimalste
chromatische Zahl liefern, jedochiof S A y Ergébdiitien.dmmer sollte jedocklar

sein, dass es Graphen gibei denen die gewéhlte Heuristik auch grundlegend versagen
kann.Wenn jedoch wirklich nach déatsachlicherchromatischen Zahl gefragt wird, kdnnte

ein absolut sicherer Algorithmus angewendet wend

GreedyEnumeratiorAlgorithmus 4.1.11Eingegeben wird ein Grap® @O 8

1. Der GreedyAlgorithmus wird in jeder moglichen Knotenreihenfolge durchgefihrt.

2. Ausgewahlt wird die Farbung mit der geringsten chromatischen Zahl.

Ausgegeben wird hier eine Famg mitder chromatischer Zahl. Somit wird das optimale

Ergebnis erzielt (vgl.HuBmann, 2015).

Warum kann der Algorithmus 4.1.11 nicht immer verwendet werden, wenn damiedite
Losung erzielt wird®ie Problematik stellt die sehr grof3e Zahl an verschiedenen
Knotenreihenfolgen. Bei einem Grajid O YA 1 RS NEG NeRyjitdzst B

verschiedene Mogtihkeiten der Knotenreihenfolg®erGreedyAlgorithmusmuss
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deswvegen¢ Amal durchgefiihrt werdepum auf die beste Losung zu komm@&ei einem
Graphen mit 10 Knoten wéren da$28.800Durchlaufe Mit lediglich 5 Knotemehr, also
einem Graphen mit 15 Knen, waren das bereits 1,30767424.0'2 verschiedena

Anordnungen und Ausfihrungen.

Ein Computer, wieherpro Sekunde 1000 Arbeitsschritte durchfiihren kann, braucht far
einenGraphen mit 10 Knoten eine Stunde und éimenGraphen mit 15 Knoten bereits 41
Jahre. Obwohl der Algorithmus 4.1.11 immer zielfihrend ist, verliert er durch seine

kombinatorischeExplosion an allgemeiner Durchfiihrbarkeit

Das Problem, keinegeeignetenAlgorithmus zu finden, welcher garantiert jeden Graphen
mit der kleinsten Anzahl an Farben fariegt leider nicht an dem gewahlten Verfahren. Das
Farbungsproldm fallt unter died 2 3 Sy | MBAaGIISEAdigen Problenteund es gibt nach
heutigem Wissensstand kein sichezsund schnellers Verfahren Demnachmissenwir uns

leider mit Heuristiken begniige(vgl. HuBmann, 2015).

Stellt sich ¢e Frage jedoch nicht nacter chromatisch@& Zahl, sondern danach, ob der

Grapha -farbbar ist, so kann man auf folgenden Algorithmus zurlickgreifen:

BacktrackingAlgorithmus 4.1.12Eingegeben wird ein Grap®  @HO und eine maximale
Farbenzahé 8

1. Die Knoten werden beginnend mit dem Knotendurchnummeriert.
2. Dem Knotenb wird die kleinstmogliche Farbe zugewiesen (Die Farberpvori
werdendurchprobiert und die kleinstgultige wird gewahlt).
3. Kann keine gultige Farbe mehr gefunden werden, so gibt es zwei Falle:
a. Steht der Algorithmus beim Knotén so endet das Verfahren und es existiert
keined -Farbung.
b. Ansonsten geht man einen &ten zuriickkennzeichnetie dafur gewahlite
Farbe als nicht Eofg bringend und versucht einesne.
4. Ist der Knoten der letzte, so dat der Algorithmus mit einelt -Farbung, sonst geht

man wieder zu Schritt 2.
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Ausgegeben wird hierbei eire-Farbung des Graphé@ oder die Meldung, dass eine
solche Féarbung nicht existiert.

Bei einer geschatzteoder freiangenommenen chromatischenakann mit dem
BacktrackingAlgorithmus immer eine Farbung gefunden werden, sofern diese existiert.

Jedoch kann auch dieses Verfahren sehr lange dauern (vgl. HuBmann, 2015).

Unter anderem wurde in diesem Abschmitit Satz 4.1.gezeigt, dass ein Grap@mit einer
hohen chromatischen Zahl auch einen hohen Maximalgrad aufweist, also mindestens
... O p8\un kdnnte man sich die Frage stellen,moén fur eine hohe chromatische Zahl
eine gewisse StruktudesGraphen voraussetzten kann, oder -aéhnlich we beim Satz von
Kuratowskk ein Teilgraph mieinergenigend hohe chromatischa Zahl auftreten muss.
Jedocleeigte Paul Etds 1959, dass eine hohe chromatische Zahl lediglich als ein globales
Phanomen auftreten kann. Was genau eine hohe chromatische 2aldrnuft, bleibt ein
Ratsel(vgl. Diestel, 2010).

Kommen wir jetzt aber wieder zu einer kleinen chromatischen Bstiachtet man den 2
gefarbten Graphen in Abbildung 250 kann man erkennen, dasish die beiden Farbemt
und blauimmer abwechseln Méchte man die beiden verschieden gefarbten Knoten
sortieren so kann manohne Beschrankung der Allgemeinheié blaueFarbklass@ach links
und dieRotenach rechts verschieben. Somit erhalt man eiGraphen mit zwei Parteien.
Dabei istein Knaen der einen Farbklassnie mit einem Knoten aus deigenen verbunden,
sondernimmer nurmit einemaus der anderen Farbklas€@adurch erhalterwir einen

bipartiten Graphen.

Abbildung25: 2-gefarbter bipartiter Graph
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Folgerwng: Jeder bipartite Graph ist-tarbbar.

Das gilt nattrlich auch fir vollstandig bipartite Graphen.

Abbildung26: 2-gefarbte vollstéandige bipartite Graphen 4und K,

Dieselbe Uberlegung kann man auch auf tripartite Grapimahin Folge dessen auch a@f

partite Grapheranwenden.

Wie sieht es eigentlich mit vollstandigen Graphen oder mit Kreisei® aus?

Um einen vollstandigen Graphén zu farben benétigt manoffensichtliché Farben, da
jeder Knoten miden anderere  p Knoten benachbart istWie farbt man eineireiso

der Langé® Unter der Voraussetzung, dass jeder Knoten abwectiggfirbt werden
muss, kommt man bei einem Kreis mit geratléngeauf zwei verschiedene Farben und bei

einem Kreis mit ungerader Lange auf drei Farben.

Satz 4.1.14:

1. Die chromatische Zahl ein&partiten Graph ist®
2. Fur einen vollstandigen Graph gilt: ...0 €8
3. Fir einen Kreig gilt:

a. ...6 ¢ falls’Q ¢ gerade ist.

b. ...6 ofalls’Q oungerade ist.
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4.2 Kantenfarbung

Definition 4.2.1:Sei'0 @O ein Graphund “Yeine endliche MengeEineKantenfirbung
von'Oist eine Abbildung®O© "YY A'08Q QQFNNJ 6 Sy | OKGEINm®SichY I y i Sy

hier sind die Elementel N “Ydie zur Verfigung stehenden Farben.

Abbildung27: Kantenfarbung des Petersen Graphen

Zwei benachbarte Kanten haben somit nie dieselbe Farbe. So wie bereits bei der
Knotenfarbung, stelltish auch bei der Kantenfarbung die Frage nach der kleinsten Anzahl

von Farben.

Definition 4.2.2:Sei'0  whO hdas kleinstéO = fiir das die Kantenfarbung

QOO pFB hQ existiert, nennt man derchromatischen Inderder auch

kantenchromatische Zahl. Dies&svird mit ..220 bezeichnet.

Definition 4.2.3:Sei'O @O ein Graph. DeKantengrapt) "O von Oist der Graph au®,
in demafoy ‘Ogenau dann als Knoten in"O benachbart sind, wenn sie als KaniariO

benachbart sind.

Abbildung28: Graph G und sein zugehdriger Kantengraph L(G)
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Bemerkung Jede Kantenfarbung vd@ist eine Knotenfarbung des KantengrapheiiO8

Folgerung Aus diesem Verhaltnergibtsich... O ...0 'O 8
Anders aisgedrickt lasst sich die Bestimmung des chromatischen Index als Spezialfall der

Bestimmung der chromatischen Zahl erkennen.

Fiir jeden GraphetQgilt offensichtlich diedngleichungy "O ... "O. Fiir bipartite
Graphengilt, laut dem 1916 veréffentlichten Satz von Kgrsiggar die Gleichheit des

chromatischen Index und des Maximalgrades (vgl. Diestel, 2010).

Satz von Konig 4.2.£&ur jeden bipartiten Graphei®a A.£ '® Y "O.
Beweis:Dieser Beweis wird mittels einérduktion GbersOsgefuhrt.Der FalgOs pist klar.

SeilO  hO ein Graphmit 'O Q pdzy'® 6 N Oeine beliebe Kante des
Graphen'O Per Induktion hatO Qeine Kantenfarbung mif2 p Farben. Der Grad

QU dzy'®06 in"QQist hochstensQ p8Daher fehlt mindestens eine Farlf@nter den zu
6 inzidenten Kanten und mindestens eine Fai@mter den zw inzidenten Kanten. GilQ
"Qso kann die Kant@mit der Farbe@efarbt werden und die Behauptung ist bewiesen.
Andernfalls sei an "Oder Graph, welcher aus den Knoten und Kanten ddastdie mit

"2 R ZMitigefarbt sind. Dann ist 'O ¢ und der Grad2 6 in "Oist héchstens eins.
Betrachte einen maximalen Kantenziig ¥oh x Al ABt&tt. DAY 'O ¢ gilt, istd
ein Weg. Da die Farben entladgalternieren undd in 0 startet, kann der Endpunkt niclit
sein. Ansonsten wére die letzte Kantadimnders gefarbt als dierste, 0 hatte eine gerade
Lange und wirde so mit der Karf2®=inen ungeraden Kreis bilden.

Jetzt wird die Farb&und "(entlang vornd vertauscht und schon kann die Kar@enit der

Farbe’@efarbt werden (vgiSchradey 2008).
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Lemma 4.2.5Sei6 N @, sodas® und alk sene Nachbarn héchstens den Grathaben und

maximal ein Nachbar vicd genau den Gra@hat. Dann gilt:
QOAEN I yOUSYITONSDHRIAY § SY TNND A 3
Beweis:Dieser Beweis wird mit Induktion ib&ygefiihrt (vgl.Schrader 2008):

Fir'Q p gilt die Aussage trivialerweise.

Fir den allgemeinen Fall kann man annehmen, dass genau ein Nadmga6rad Ohat

und alle anderen NachbarGrad’Q p haben. Sicherstellen kann man diese Annahmen,
indem man neue Knoten hinzufiigt, die geeignet mit den Nachbarn verbunden werden.
Sei'Q 6 'Qkantengefibt. Sei weitesw die Menge der Nachbarn van bei deren
inzidenten Kanten die Farti@ehlt, mitp "Q "Q Man wahle die Farbung so, dass die

SummeB g Y minimal ist. Nun unterscheidet man zwischen zwei Fallen:

Falll:so s pfiralleQ pt RQ

Bei den inzidenten Kanten eines Nachbarn fehlt genau eine Farbe, und bei allen anderen
Nachbarn fehlen genau zwei Farben. Deswegen scheint dieser eine Nachbar inceiagm
und alle anderen in zweEsgiltalsoB svs ¢Q06 p ¢Qund esexistieren Indizes
Qlzy R Asld s ¢ dzy ® sungeradeDemnach giltso s OT gdos o.

Sei'O der von den mit@izy Ryefarbten Kanten induzierter Teilgraph und 8edin Pfad, der
in einem Knoten vod startet. Vertauschtman entlang die Farbung, wirgw s 90 9

weniger, was jedoch ein Widerspruch zur gewéhlten Farbung ist.

Fall2mS Ay T1ghR SgB

Annahme’Q 001 & 0

Sei'Qein Teilgraph voiB"O "Oohne die Kanteoh) und alle mitQgefarbten Kanten.
Dann gilt ist@ed mit Q p Farben kantengefarbt. Ebenfalls gilt,sda und all seine
Nachbarn ifO maximal den Grad) p haben und hichstens ein Nachbar hat genau den
GradQ p.

Per Induktion ist dann der Teilgraj®’Q p-kantergefarbt.Die mit Qgefarbten Kanten
werden wieder zum Graphen hinzugefuigt und die Kaot® mit der FarbeQeingeférbt.

Somit erhaliman ein€QFarbung des Grapheas
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Wahrend es fir.."O nur grobe Schatzungen gibt, nimmta€O immer einen va zwei

Werten an Es gilt demachfolgendeSatz von Vizing.

Satz von Vizing.26: Sei'O @O ein Graph,.a¢0 der chromatische Index vo@und
3 "O der Maximalgrad voiOso gilt:

YO .."0 YO p8

Beweis:Da die erste Ungleichung trivial igtird in diesem Beweis nur digveite gezeigt

Dafur wird ene Induktion tbeOsdurchgefuhrt.

FirgOs p stimmt die Ungleichung. S&®  @hO ein Graph migOs pundd M wein
beliebiger Knoten. Danist "0 6 per Induktionmit ¥ "O  p Farben farbbarund der Knoten
6 erfiillt die Voraussetzung des Lemmas 4.2.5@itY "O p. Nach Lemma 4.2.5 ist

damit auch der GrapfOY "O  p-farbbar(vgl.Schradey 2008).

DerSatz von Vizintgilt Graphen beztiglich ihres chromatischen Indexwei Klasen ein. Als
Graphen der 1. Klasse werden Graphen bezeichnet fiir di® ¥ "O gilt. Graphen mit
..."0 ¥ "O pwerden als Graphen 2. Klasse eingeteilt (vgl. Diestel, 2010).
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4.3 Listenfarbung

Die Listenfarbung ist eine Verallgemeinerung der bisher besprochenen Farbungen. Hat man
bei derFarbung der Knoten nicht die freie Farbwahl, sondern muss diese aus einer bereits
existierenden Listeausfir diesen Knoten zugelassenen Farben wahlen, so keamfragen

ob der GraphOeine Knotenfarbung mit der zugehoérigen Liste besitzt.

Definition 4.3.1:Fiir jeden Knote N wdes GrapheflO &0 sei"Y0 die Menge von
erlaubten Farben flb. EineListenfarbungst eine Abbildung®@w© z + “YO mit
QU N YO FNNO* b S

So wie bei den Farbungen davor, stellt sich auch bei der Listenfarbung die Frage nach der

kleinsten natirlichen Zafifir die eine giiltigéQListenfarbung existiert.

Definition 4.3.2:Die kleinste ZaiQ) sodassir jedeAuswahl von Farbengen™Y0 Y A
SYU s "Cder GraphOQlistenfarbbar ist, nennt matistenchromatische Zahind man
schreibt... "O8

Fur die listenchromatische Zahl gilt immer die Ungleichung
.0 ¢®
Sind alle Listen identisctias heiRt giltYd Yo A O o I &hdo entspricht die

Listenfarbung dem gewohnten urmkreitsbeschriebenen Farbungsproblem.

Folgerung Demnach gilt offensichtlich."O ... "O (vgl.Krumke, 2012)
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Beispiel

Deru j, ist 2knotenfarbbar mit den Farben 1 (hier griin) und 2 (hier rot). Somit gilt:

.0 C.

Abbildung29: knotengefarbter K4

Jedoch ist dieser vollstandig bipartite Grapit den Farben 1, 2, 3 undMcht 2

listenfarbbar.In der Abbildung 30 geben die Tupel die zur Verfligung stehenden Farben an.
FirdenGraphen gilt:.. 0 j C.

~

plo

Abbildung30: Versuch eines-Bstengefarbtan K, 4

Versucht man die in Abbildur8 angegebene Listenfarbung umzusetzekommt man
immer auf eine ungultige Farbung. Dieser Graph ist nidigt@nfarbbar obwohl sogar 4

Farben zur Verfiigung stehen. Ganz leicht lasktjsitoch eine d.istenfarbung fur der

finden und es gilt.... U j o8
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Eine obere Schranke fir die listenchromatische Zahl bietet die ListenversiorFdelen

Satzes:

Satz von Thomasseh3.3 Jder ebene Graph ist-bstenfarbbar

Der Beweigu desem Satz wird erst in Kapitel mafihrt.

Ebenso kann maniel Kantenfarbung aus einer vorgegebenen Liste idefihieren. Auch
hier stellt sich wieder die Frage nach der kleinsten Zbtilr welchedie Kanten des Graphen
"Oaus Listen von jeweil@vorgegebenen Zahlekantenfarbbar ist. In diesem Fall nennt man

diese ZahKdenlistenchromatischen Indexon“"Ound man schreibt.. "O.

So wiedie Folgerungnach der Definition 4.2.2eigt dass stets... 'O ...0 "O qgilt, sogilt
hinsichtlich der Listenfarbung. 'O ... 0 'O 8

Sind alle Listen ident, so entspricht die Kantenfarbung nach Listen dem in Kapitel 4.2

beschriebenen Kantenfarbungsprobleand wir kdnnen auch fir diese Farbung folgern:

Folgerung Fir alle GrapheiQgilt: ... "O ... "O (vgl. Diestel, 2010).

Die Frage uber einen weiteren Zusammenhang stellt die Listenfarbungsvermutung. Wie der
Name bereits sagtst Uber folgenden Zusammenhang noch sehr wenig bekannt. Allerdings
ist die Graphentheorie ein sehr neues Gebiet der Mathematik und noch vor einigen
Jahrzehnten waren auch andere Probledaaus unldsbar, fir welche es heute eine Lésung
gibt. Vielleicht gpbt es in den n&chsten Jahren auch prazise Aussagen uber die Vdeditat

vielleicht bedeutendstevermutung in dieserBereich der Graphentheorie
ListenfarbungsvermutungFur jeden Kantengraphé@gilt:
O ...0

(vgl.Aigner, 2010).
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Die Validitatder Listenfarbungsvermutun@.C(;, list coloring conjectureiir allgemeine
Graphen ist noch nicht gegeben. Jedoch existiert eine bereits fur gultig erklarte Aussage

bezuglich bipartite Graphen.

Satz 4.3.4Sei'Oder Kantengraph eines bipartiten Grapheso gilt immer:
O ...0
(vgl. Aigner, 2010).

Beweis Der Beweis wird direkt mit einer Aneinanderkettung von bereits gezeigten

aquivalenten Werten gezeighul3erdem wird dazu noch d&atz von Galvibendétigt

Satz von Galvin 4.3.%:0r jeden bipartiten Graphen gilt:
.0 ..
(vgl.Galvin, 199%

Die Listenfarbungsvermutung wurde bis heute nur fir einzelne Graphen bewiesen. So wurde
zum Beispiel die Giiltigkeit fir den Graphen; mita € von Janssen gezeigt. Fred Galvin
verallgemeinerte demBeweis von Janssen und zeigterdta dass bei bipartiten Graphen der
listenchromatische Index gleich dem chramehen Index ist. Seine sechigen

Ausfuihrungen dartber wurdeb995im Journal of Combatorial Theory unter dem Titel

drhe List Chromatic Y RSE 2 F | . A plibIMBEA § S adz GA3INF LKA

Beweis zu 4.3.4:;

SeialsdO 0 "O der Kantengraph eines bipartiten Graph&nLaut der Folgerung nach

der Definition 4.2.2 gilt..0 "O ... 'O8Mit der Anwendung des Satzes von Galvinfgilt
jeden bipartiten Graphen.. 'O ... "O. Da wir auf der vorherigen Seite bereits geéotg
haben, dass.. 'O ... 0 "O gilt, ist die Gleichheit der Aussage bewiesen.
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5 Landkartenfarbung

Ein klassisches und allseitsliebtes Beispiel deangewandten Graphentheorie ist die
Langkartenfarbung. Dabei stellt sich die Frage, wie kann eine Landkarte am besten
eingefarbt werdend  aain besterdist die minimalsteFarbenmenge gemeint. Wie viele
Farben wirklich dazu bendétigt werdgist das Hauptthema des nachsten Kapitels. Zuerst
muss geklart werden, was eine Landkartenfarbung Gberhaupt ist und wie man dabei

vorgeht.

5.1 Vorstellung der Landkartenfarbung

Um eine Landkarte oder einen Atlas tbersichtlich zu gestalten, sodass sich die einzelnen
Lande schon sichtbar voneinander abheben, ist esgoll, benachbarte Landen
unterschiedliche FarbenuzuordnenAm enfachsten ware es, jedem Land eine eigene Farbe
zu geben. Hierbei kommt man jedoch sehr schnell auf eine grof3e Anzahl von Farben. Wie in
Kapitel 4 wird auch bei der Landkartenfarbung die minimalste Farbanzahl gefliebes

Kapitel zayt, wie eine solche Farbung vonstattengeti@mn

Bei der Betrachtung einer Landkarte kann man feststellen, dass diese bereits ein Graph ist.
Die Grenzen koren als Kanten betrachtet werden, welche in den Knoten zusammenstoRen.
Die verschiedenen Lander bilden dabei die Facetten des Graphewlas Problem der

Farbung zu spezifizieren, musemt die Frage geklart werdeWelche Details einer

Landkarte sind fildieses Problem von Bedeutung?

Dieeinzige Vorgabe fur die Gultigkeit einer Landkartenfarbung ist, dass je zwei
Nachbarlander nicht dieselbe Farbe haben dirfen. Es spielt somit nur die Beziehung
zwischen den Landern eine Rolle und nicht die KomplexitéGdenze selbsDadurchkann
man eine Lankiarte sehr schnell vereinfachen udds Farbungsproblemvird

ubersichtlicher.
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Abbildung31: Landkarte von Osterreich und eine Vereinfachung

Vereinfacht kann die Landkarte von Osterreigl in Abbildung1 dargestellt werden.
Dieser kdnnte aber nocheiter vereinfacht werden, indem man bei manchen
Bundeslandern noch Knoten und Kanten einspart, wie zum Beispiel im Burgenland oder in

Vorarlberg.

Ist es fur die Landkartenfarbung tGberhaupt notwendiig einzelnen Lander als
Flachen/Facetten darzustellen? Wie bereits erwafsitdie einzige wichtige Information
einer Landkarte bei ihrer Farbundje Beziehung zu ihren NachbaBsreichtalsg die

Lander als Knoten darzustellen. Zwei Knoten sind genau lgdamachbart, wenn es die
dazugehdrigen Lander auch sind. Einen solchen Graphen nennt man Dualgraphen einer

Landkarteoder eines Graphen

Definition 51.1: Sei'O  «hO ein planarer Graph mit e@r festen Einbettung und s&i™Q

die Facetten des Graphen. Der Graph &'hJ  heilRtDualgraphzu™Q wenngilt:

Es gibffur jedeFacette au§Qgenau einen Knoten® N & und zu jeder KantéN ‘Ogibt es
genau eine Kantél ¥ 'O welche die beiden Knoten aa$ verbindet Diese Knoten

entsprechen inOwiederumden Facetterwelchean Qangrenzen.

Beispiel Um die Definition 5.1 besser nachvollziehen zu kénnen, zeigt nachfolgende
Abbildung einen Dualgraphen zu Abbildig
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Abbildung32: Eingezeichneter Dualgraph tiber Osterreich

Definition 5.1.2:Sei'0 ein Dualgraph z{O Den GraphefO ohne den Knoten fur die

aulerste, unendliche Facette nennt midachbarschaftsgraph

Bemerkung BeimEinzeichnen eines Dualgraphen darf die auf3erste Facette nicht vergessen
werden. Jedoch spielt diese fur die Landkartenfarbung keine wesentliche Rolle. Somit reicht
ein Nachbarschaftsgraph vollkommen aus dieses Problem zu behande8owohl ein

Dualgraphals auch ein Nachbarschaftsgraph vosind immerplanar (vgl. Wagner, 2008).

Abbildung33: Nachbarschaftsgraph von Osterreich

Nach der Erstellung eines Dualgraphen oder eines Nachbarschaftsgraphardie

Landkartenfarbung als Knotenfarbung von planaren Graphen betrachtet werden.
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Beim Einfarben einer Landkarte beeinflusst ein isoliertes Gebiet, wie zum Beispiel eine Insel,
die Farbung nicht, da der dazugehérige Knoten den Grad 0 besitzt undjsdenlieliebige

Farbe dafur gewahlt werden darf. Auch ein Land mit nur einem Nachbarn, das entspricht
einem Knoten mit Grad 1, ist leicht einzufarben. Es wird einfach eine Farbe ungleich der des

Nachbarlandes gewahlt, sofern zwei Farben zur Verfligung stehen

Aber wie viele Farben bendtigt eine Landkartenfarbomgdesten® Kann ich die

chromatische Zahl dazu genau festlegen?

Bemerkung Im Allgemeinen gelten natrlich auch hier tiberlegungerund
Abschatzungeffiir die chromatische Zaklus Kapitel 4.1Jedoch gelten dese fir allgemeine,

also auch fur nicht planare Graphen.

Bei der Landkartenfarbung handelt es siefe bereitserwahnt um das Farben von planaren
Graphen Obwohl man eine sehr kleine obere Schranke fur die chromatische Zahl fur planare
Grgphen finden kann, ist die genaue Bestimmung der chromatischen Zahl immer noch sehr

schwer (NPschwer).

Nach dem Lesen des Titels und der Einleitung dieser Diplomarbeit lasst sich darauf schlieRen,
dass vier Farben bereits gentigem einen planaren Grapheginzufarben. Dies kann jedoch

nicht einfach so behauptet werden. Die Mathematik verlangt flir Behauptungen stets einen
Beweis um diese fur allgemein giltig zu erklaren. Genau das wird das Timeties

restlichen Kapitelrsein. Wann wurde die vidfarberVermutung das erste Mal aufgesetzt

und wie entwickelte sich seine ValiditaBevor jedoch von einer vidtarblarkeit gesprochen

wird, werden schwachere Versionen davon gezeigt
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5.2 Sechd~arbenSatz

Wir arbeiten uns von oben herab und behauptenallerest: ein planarer Graplst immer

mit sechs Farben farbbar.

Dazu benttigt man das folgende Lemma:

Lemma 5.2.1Ein planarer Grapl®  @HO besitzt einen Knoted ¥ @ mit weniger als

sechs Nachbarn das hej@s existiert eih ¥ @Y A@I0 L8

Beweis Sei'O O ein zusammenhangender Graph mit mindestens drei &arEs wird

ein Beweis durch Wierspruch gefihrt.

Die Annahmelautet: Jeder Knoten au®hat mindestens sechs Nachbarn, das heil3t es gilt:
QU ¢! 0N wsBezeichnet man mi die Anzahder Knoten welche von Gra@ind,

dann gilt fir die Anzahl der Kanten des Graphen: B ¢ . Ferner gilt fir die Anzahl der
Kantencd B "t ,da jede Kante zwei Endkonten besitzt. Es ergibt sich die

Ungleichung;ad @&  m@8Daraus und audemKaollar 3.1.3folgt:
ea &€ Q ¢cd& ¢ ¢c¢ca 0Q ™M
undFolge desseaucha & "Qwas jedoch einen Widerspruch zur eulerschen

Polyederformel darstellt (vgTheobald, 2016)
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Satz 5.2.23eder planare Graph istf@rbbar.
Beweis Der Beweis wird mittels Induktion gefuhrt.

SeilO  «HO ein planarer Graph migss  @. Somit istO6-farbbar.

Sei"Cein planarer Graph migos  @. Wie bereits mit dem Lemma 5.2.1 gezeigt wurde,
besitzt jeder planare Grapzumindest einen Knoteun fiir den gilt’Q 0  v&Entfernt man
diesenKnotenu und die dazu inzidenten Kanten, ergibt sich der Gfgph "OQ0, welcher
ein planarer Graph mé&  p Knoten ist. Nach gefiuihrter Induktionsannahme besitxeine
6-FarbungNachdem wir wissen, dass der Knoteim "Omaximal finf Nachbarn besitzt,
werden wir in dieser Farbung fur die Farbung der Nachbarn auch maximal finf Farben
bendtigen.Folge dessekann jede éFarbung voriO zu einer 6Farbung vornOerweitert
werden. azu wird dem Knoten die Farbe zugewiesen, welche in der Farbung"@moch

nicht fur seine Nachbarn verwendet wurd@ist demnach6-farbbar (vgl.Theobald, 2016)
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5.3 FunfFarbenSatz

Nach dem letzten Beweis ist unumstritten klar, dass jedengoia Graph Garbbar ist.In
diesemUnterkapitel befasst siclie Autorinmit der néchst starkeren Aussage. Es wird die

Validitat des folgenden Satzes bewiesen.

Satz5.3.1:Jeder planare Graph istfarbbar.

In der Literatur gibt esnterschiedliche Bewise dazu. Betrachten wir als erstes den kurzen
Beweis von Aigner (2015).

Beweis 1

LYRdzZl A@ 6ANR y3aSy2YYSys> RIaa Sa SAy [FYR
welche bereits mit allen 5 Farben rot, blau, griin, weil und schwarz (genau in dieser
Reihenfolgg gefarbt sindEine Farbe kann durch Vertauschung eingespart werdennves
keine rotgriinKette von A nach C giliEine rotgriinKette ist in diesem Beweis ein Weg
durch die verschiedenen Lander mit einem festgelegten Stad Endpunkt. Die&ander
entlang dieses Weges sind hierbei abwechselnd rot und griin gefddat Jandere mdgliche
Fall ware: es gibt keine blaweil3 Kette von B nach D dreine Farbe&anneingespart
werden.Beide Félle gleichzeitig sind nicht mogliekistiert eine roigrin Kette von A nach
C, so gibt es aber keine blaei Kette von B nach D, da sich die beiden Ketten sonst in

einem gemeinsamen Land tberschneiden wirden.

Anschaulich wird die Konstellation solcher Ketten in Kapitel 6.2 nochmals aufgegriffen.
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Andere Beweisfuhrungen wie zum Beispiel von Diestel (2010) sind deutlich umfangreicher.
Beweis Ii

SeiCein planarer Graph mit mehr als 3 Knoten, also cunda Kanten. Induktiv kann
angenommen werden, dass jeder planare Graph, welcher wenigérkieten besitzt 5

farbbar ist. Nach Korollar 3.2.1 gilt:

Es sei num ein Knoten aus dem Graph&dbmit Grad kleiner gleich 20  v8Nach der
Induktionsannahme besitzt der Graffbh "O U eine Knotenfarbungggp 'O © pf8 fv 8
owkann zuweiner 5Farbung voriOergéanzt werden, sofern die Nachbarn vom Knobemit
maximal vier Farben gefarbt sind. Deswegen wird jetzt angenommenpdpssau finf
verschieden gefarbtdlachbarn besitzt.

Betrachten wir nurdie Darstellung eine&raphenwie in Abbildung 34SeiO eine offene
Kreisscheibe um den Knotén welche so klein ist, dass sie nur die fiimf 0 benachbarten
geraden Kantesegmentevon "Ctrifft. Wir nummerieren die Kaensegmente in zyklischer
Ordnung nach ihrer Lage in der Kreissble miti i 8 H . Ist der Knoted mit'Q ph8 v
der Nachbar des Knotanin der Kreisscheibe mit P 0Oh , so sei ohne Beschréankung der

Allgemeinheitov '@

Abbildung34: Skizze zu Beweis |l deBdrbenSatzes
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Seid P "Oein Wegvon einem Knotem nachy . Ohne Beschrankung der Allgemeinheit
wéhlen wir die Knoted dzy R. Wir zeigen jetztdass jeder Weg die Knotend und0 im
Graphen'Ovoneinander abtrenntVergleiche dazu didbbildung34. Offensichtlich ist dies
der Fall, genau dann wenn der Kréi& 00 00 U die Knotend und0 im GrapheriO
trennt. Um diesen Sachverhalt zu zeigen reicht es, zu zeigen, dass die Knotehy in
zwei verschiedeneGebieten von O liegen.

Daflir wahlen wir einen Punkb , welcher auf dem Segmeht und auf der Kreisscheibe
liegt. Wir wahlen uns noch einen zweiten Puak&Dieser liegt auf dem Segmeintund auf

der Kreisscheibe. Es gelte: 0 .

INOA i “ i P a A6 kannjeder Punkt mittels eines Polygonzugit ¢ oder &
verbunden werden. Somit miissen und @, und auchb undv in verschiedenen Gebieten
von O liegen. Anderenfalls wiird® nur ein Gebiet vom treffen, was jedoch im

Widerspruch zu der Eigenschaft viondanscherPolygonziigen stiinde, wonach jeder Punkt
von 0 zum Rand beider Gebiete vongehort.

Sei nuriOf mit ‘@Y pfB v der durch die mit@lzy Byefarbten Knoten induzierte
Untergraph vonQ. Seid der Teil voriOy,, der den Knote enthalt. Ansonsten wiirden

wir die Farben 1 und 3 aallen Knoten ird vertauschenDadurcherhalten wird eine flinf
Farbung des Graphé®), in welcher sowohb als auchb mit der Farbe 3 gefét werden.
DerKnotenu kann jetztmit der Farbe efarbt werden.

'Oy, enthalt nun also einen Wegjvon0 nach0 , derd und0 im GrapheriOvoneinander
abtrennt. DemnacHiegeny und0 sogar in zwei verschiedenen Teilen Vo , dal

‘O 1 gilt. Schlussendlich kénnewir in einem Teil davon die Farben 2 und 4 vertauschen

und den Knoter mit der nun freien Farbe einfarben.

Im Laufe der Jahre habeinele Mathematikerinnenden Beweis in ihren Verdoffentlichungen
geschrieberund jederhat diesemeine personliche Note beigegebdtine veitere Variante

findet man inden Ausfihrungen von Wagner (2008) ab Seite 29.
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In Kapitel 4.3 wurde bereits der Satz von Thomassen angefiilertfolgt der noch

ausstehende Beweis:
Beweis zu 4.3.3:

Zu beveisen ist die Aussage: alle planaren Graphen konAgstengefarbt werden. Es gilt:
.0 u8

Bevor der Beweis an sich betrachtet werden kann muss noch geklart werden welche

Graphendafir bendtigt werden.

Durch das khzuflgen einer Kante kann sich die listenchromatische Zahl nur vergratfiern,
verkleinern. SeDein Untergraph voriOso gilt die Ungleichung:
.0 ..708

Deswegerdarf angenommen werden, dass der Gra@fir den Beweis zum Satz von
Thomasen zusammenhangend ist. Weitersind seine beschrankten Facetten durch
Dreieckebegrenzt (das heil3t, dagsde innereFacette von drei Kanten eingeschlossen ist)
und die unbeschrankte Facetfdie aiRere)wird durch einen Kreis begrenzt, welcher

durchaus mehr al8 Knoten haben darkin solcher Graph wirf@sttrianguliertgenannt

und wir kénnen uns bei der Beweisfihrung auf solche beschranken

Abbildung35: Beispiel: fastriangulierter planarer Graph

Folge dessen genugt &8 den Beweis zu 4.4.3 fagtangulierte Graphen zu betrachten. Die
folgenden Starkeren Aussagen werden gezeigt und anschlie3end kann Induktion verwendet

werden.
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Seidafiirjetzt alsocO @O ein fasttriangulierter Graph undvir bezeichnen den Kreis,

welcher die &uRerste Facette begrenzt fitAnnahme: Fur die Farblisténd Y AN @
gilt:

1. Zwei inzidente Knoteahw@ 2 ¥ O ASEsiBd bereits mit zwei verschiedene Farben
| dzyTRgefarbt.
2. Fur alle anderen Knoteh@ 23 Agh lis 08

3. Fdr alle Knotemw im Inneren, das heif3t, die nicht zum Kreéigehéren, gilid 0 s L8

Der Induktionsanfang wird mitos o gestellt. Da hier fur den einzigen noch nicht
gefarbten Knotern laut Annahmergd 0 s o verschiedene Farben zur Verflgustghen

ist ganz sicher eine davon passend. Somit konnen wir die Indukti@fihren

Fall T Annahmed hat eine Sehne, das heil’t eine Kante,
welche zwar nicht zum Kreis gehoért, aber zwei Knoten
ol N & miteinander verbindet. Die Sehne teilt den

GrapheriOin zwei UntergraphefO dzy R8O wird durch

0 (der einen Halfte des Kreises) und der Kanteftgeh

6h) begrenzt undO wird durch die andere Hélfte des

Kreise® und der Kante/Sehnedh) begrenzt.

Abbildung36: Skizze zu Fall 1

Betrachten wir zu n&chsten den ersten Untergraph@n

Dieser enthélt die Knoteatutn dzy Rund ist fasttrianguliert. Nach Induktion hater

Untergraph eine gultige Listenfarbung. Wir stellen die Annahme, dass durch die Farbung den
beiden Knotero dzy ddie Farberi dzy|Rzugeordnet werden.

Nun betrachten wir den Untergraphé®&Die beiden Knotet dzy d=sind bereits gefarbt.

Alle Induktionsannahmen sind erfullt un® kann5-listengefarbt werden.

Damit gelten die Annahmen auch fiir den Grapf@uand auch dieser kann-Bstengefart

werden.

51



Fall 2 Nun stellen wir die Annahmé: besitzt keine
SehneAuf dem Krei® hat der Knoterty welcher mit
der Farbe gefarbt ist zwei Nachbarn. Sei ein Nachbar
nun der Knoterwy welcherf gefarbt ist und ein Nachbar
seib gDer Knoterh besitzt die Nachbarn

ofv I B I dzy R edzy Rbefinden sich auf dem
Kreis und die Nachbamn Y A @ pF8 obefinden sich
im Inneren. Wir befinden uns in ein Situation wie in

Abbildurg 37dargestellt.

Wenn wir den Knote® und all seine inzidenten Kanten

Abbildung37: Skizze zu Fall 2

entfernen, erhalten wir wieder einen fastiangulierten
GraphenO "OQU &Dieser GrapFf@svird wieder \on einem Kreiségrenzt:d 6, 0 °
0B .

Laut der 2. Annahmelggd 0 s o©. Folgedesseqgibt es zweg von| verschiedene
Farbert dzy 1RA § 0 . Die Farbenlisté 0 wird ersetzt durch die Liste ohiedzy R
alsod 0 [ R 8Die Farbenliste fir alle anderen Knoten des Graptaieibt jedoch
gleich. Damit erfulli@elie Induktionsannahme und istlstenfarbbar. Bei dieser Farbung
verwendenwir fiir die Farbung von maximal eine der beiden Farbgrdzy| RDie andere
Farbekannjetzt fir den zuvor entfernten Knoten verwendet weden.Demnachgilt die 5

Listenfarbbarkeit nicht nur flikesondern auch fiiO(vgl. Aigner, 2010)

Somit wurde nicht nur die-Barbbarkeit von @naren Graphen, sondern auch deren 5

Listenfarbbarkeigezeigt.
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6 VierFarbenSatz

Wie im Titel und deEinleitung dieser #eit bereits erwahntwird nun ausfuhrlichdas aus
der Landkartenfarbung entstandeneFarbenProblembehandelt Warum ist dieses Thema
sopopulér und so oft diskutiert woh?Warum ist dieser mathematische Satz von so
grol3er Bedeutug, und wann wude das ViefFarbenProblem Gberhaupt zum Vidfarben

Satz?

Bevor wir jedoch auf all diese Fragen eingeheng war Satz erstinmal vorgestellt:

Vier-FarbenSatz:Jede Landkarte ist in der euklidischen Ebesf@érdbar.

Bis heute gibt es lkeen Beweis dieses Satzegelcher nicht compurunterstitzt gerechnet

wurde.
6.1 Das erste Aufkommen der Problematik

Augustus de Morgan, ein Professor am University College in Londoebsam 23. Oktober

1852 einen Brief an seinKollegen Sir Williatdamilton in dem die 4arberVermutung

das erste Mal schriftlich festgehalten wurd&iren Ausschnitt dieses Briefes findet man in

RSY . dzOK a5SNJ +ASNFINbSyalidila g2y CNAGaOK owm

A

a DN} LIKSY G KS2NASdA 06HAMpngeididenyASszige\dgs/BaHeSeY¥ i S « 06 SN

a9AYy {0dzRSYyd FNIIGS YAOK KSdziSz 26 Sa adayy
hochstens 4 Farben gefarbt werden kénnen, unter der MalRgabe, dass angrenzende
[ NYRSNJ OSNB OKA SR@igrer, 201581H.Sy SNKIf § Sy da

De Morga suchte Rat, da er das Ausmal’ der Mdglichkeiten nicht durchblicken konnte. Er

erlauterte seine Vermutung und fihrte in seinem Brief auch gleich ein Beispiel an:
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aLOK KIFI6S RIFIa DSTNKf In Wh deaden Je ¥weiCstefs feine@2y n
gemeinsame Grenze haben, immer eines von den drei anderen eingeschlossen wird, so
dass es nicht mit einem fiinften verbunden sein kann. Wenn das stimmt, so sollten 4
Farben tatsachlich immer gentigen. Aber es ist nicht einfach und ich bin nicht sicher tber
RAS YI 3t A OKSY(AignSrNB15,GRY dzy ISY da

Die Wchtigkeit des Inhaltslieses Briefewar den leiden damals natirlich noch nicht

bewusst. Hamilton zeigte zu diesem Zeitpunkt keinerlei Interesse an dieser Fragestellung.

Doch ver war dieser Studentler diese Vermutung stellte undiamit den Stein ins Rollen
gebracht hatteDie Frage wurde von Frederick Guthrie gestellt, welcher bekanntgab, dass
sein Bruder Francis Guthrie beim Farben einer Landkarte auf dieses Problem gestol3en wére
(vgl. Fritsch, 199.

Bevor Uberhaupt mit der Fragestellung gearbeitetrden konnte, mussten einige
grundlegendeAntworten gefundenwerden. Wie in dieser Arbeit in Kapitel 5.1 zuerst geklart
werden musstewas eine Landkartenfarbung ist, so mussten es auch die Mathemiatiezr

tun, welche sich im 19. Jahrhundert mit diesem Problem beschéiftigt

Der erste Losungsversuahd dadurchder erste Beitrag zur Losung des W@arben
Problemskam von de Morgan selbsihm gelang der Beweis, dass es keine funf Lander
geben kann, bei denen stets je zwei benachbart didse Fragestellung erinnert an das
MobiuscPuzzle von 184@bwohl die Richtigkeit dieses Beweises gegeben ist, tragt er
jedoch nichfwie zunachst angeommen zur Lésung des ViérarbenProblems bei. Dieser
Trugschluss fuhrte zunachst emigenfalschen Beweisen. Doch wo lietg Morgans
Denkfehler?

Die Maximalzahl paarweise benachbarter LaretesprichtNICHTder Anzahl der
bendtigten Farben fur einBarbungivgl. Aigner, 2015)
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Gegenbeispiel:

In Abbildung 3%vird eine Landkarte mit 7 Landern dargestellt. Es gilsizweipaarweise

benachbarte Landef~ir eine gultige Farbung reichen aber zwei Farben nicht aus.

Abbildung38: Gegenbeispiel zu de Morgans Losungsvers

Neben Augustus de Morgan trug vor allérthur Cayleydazu bei, diese Problematik
bekannt zu machen. 1878 stellte er das VrarbenProblemauf einer Sitzunger Londoner
Mathematik Gesellschafvor und diskutierte die auftretende Schwierigkein (vgl. Aigner,

2015)
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6.2 Kempes Beweisversuch

Bereits1879,ein Jahr nach der offentlichen Vorstellyhegte Alfred Bray Kempeinen
vermeintlichen Beweis des Problems Mer.publizierte derrstenallgemein anerkannten
Beweis und erntete grol3e Zustimmung fur seine Arbéerbesserungsvorschlage und
Verschdnerungeseines Beweise®lgten von anderen Mathematikerinnarmgehend.
Somit galt der VieFarbenSatzerstmals1879,27 Jahre nach dem Aufkommeer

Problematik algeldse und alsanerkannte Tatsach@/gl. Fritsch, 1994)

6.2.1 Kempes Beweisidee

Alfred Kempe flhrte seinen Beweidttals Induktion. Im ersten Schritt wurde gezeigt, dass
es ein Land0geben muss, ®lches an hdchstens fiinf anderénderd 5 O dzy &
anstof3t. Kempe kreierte eine neue Landkaigeindem er, wie in Abbildung 3die Grenzen
der anderen Lander verlangert udédurch'Oentfernt. Dieser Schritt wirdKontraktionvon
"Ogenanntund wird in Abbildung 38emonstiert. Laut Induktionsannahme existiert eine 4
Farbung der neuen Landkarieelm zweitenSchritt zeigt Kempe, dass dait Annahme
existierende 4Farbung voyaauf eine 3Farbung reduziert werden kanniefrei gewordene
4. Farbe kandann nach der Wederherstellung der urspringlichen Karfér die Farbung

von"Overwendet werden und der Beweis ist abgeschlossen (vgl. Aigner, 2015).

Abbildung39: Skizze zu Kempes Beweis Teil |
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Der erste Schritt des Beweises baut auf einer Folgerung der eulerschen Polyederformel auf,

welche 1897 schon langst bekannt war.

Betrachten wir nun denweiten Teil des Beweises von Kengi@as genaue(Beweisidee
I dz& R S GraptzDK K &vriNdigBe2015) Der ViefFarbenSatzgelte fiiralle

Landkarten mit  p Lander. Sei nui eine Landkarte mit Landern.

Fall 1:Es existiert ein Lari@®mit drei NachbarnFolge desserst eine gultige 4arbung

maoglich, da dem Larni@die Gbriggebliebened. Farbe zugewiesen wird.

Fall 2:Es existiert ein Lari@®mit vier NachbarnA, B, C und.Die nach der Kontraktion von
"Oentstandene Landkartgasvird nun 4gefarbt. Benotigt man dazu nur 3 Farbenistoder
Beweis hiefertig, da"Oin der urspriinglichen Kartédann mit der 4. Farbe gefarbt wird.

Wir nehmen also an: Es werden fir die Nachbarlander@oier Farben bendtigt, rot, gelb,
grin und blau. Nun gibt es entweder eine Kette von benachbarten Landern von A nach C,
welche abwechselnd rot und griin gefarbt sind oder nicht. Existiert eine solclyginot

Kette von A nach C, so gibt es aber keine{giih Kette von B nach D, da sich die beiden
Ketten sonst in einem gemeinsamen Land Uberschneiden wirden. Dies wére ein
Widerspruch zu einer gultigen Landkartenfarbung, da hier jedem Land genau eine Farbe
zugewiesen wird. Abbildurngp zeigt diesen &hverhal. Auch eine umgekehrte
Gegebenheit ware moglich. Es gibt keine-gain Kette von A nach C, dafir jedoch eine

blau-gelb Kette von B nach D.

Abbildung40:Skizze zu Kempes Beweis Teil Il
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Wir nehmen jetzbhne Beschrankung déidlgemeinheit an, dass es keine bigeib Kette

von B nach D gibfetzt werden alle Lander aufgelistatelche von B aus mit einer blaelb

Kette erreichbar sind und anschliel3end werden die Farben in dieser Liste vertauscht. Wir
erhalten wieder eine gtige Farbung inaeDa es keine blagelb Kette von B nach D gibt,

war das Land D sicher nicht in der Liste und ist weiterhin noch gelb eingefarbt. Da wir nun fur
die Farbung der Lander A, B, C und D nur noch drei Farben benéigeren wir die 4.

Farbe in unserem Beispiel die Farbe Blau, fir das [@nerwenden.

Fall 3:Es existiert ein Lari@®@mit finf Nachbarn, A, B, C, D und/r betrachten wieder die
Landkartebamach Kontraktion vofiO Liegt eine giltige-Farbung vor, bei welcher nur drei
Farben fur die Lander A, B, C, D und E verwendet wysiast der Beweis abgeschlossen
Werden jedoch alle vier Farben verwendet, sind die Lander ohne Beschrankung der
Allgemeinheit folgendermal3en gefarbt: A ist-gefarbt, B blau, C grin, D gelb undi&u.
Fall es bei der Farlog keine rotgriin Kette von A nezh C gibt, so kdnnen wir mit derselben
Strategie wie in Fall 2, durch Vertauschung von rot und griin eine Farbe einsparen. Ebenfalls
kann eine Farbe eingespart werden wenn es keineggadb Kette wn A nach D gibt. Somit
ware eine gultige 4arbung moglich.

Wie nehmen deswegen adasses einerot-griin Kette von A nach C und eine-galb Kette
von A nach D gibt. In Abbildung déhematisieren die gestrichelten Bégen die Ketieas

Land Bst hierkeivon D getrennund auch das Land E von C.

Abbildung41:Skizze Kempes Beweis Teil II/ Fall 3
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Demnachbeinhaltet die blaugelb Kette, welche mit dem Land B startaf keinen Fall das
Land D oder E. Dasselbe gilt fur digusgriin Kette, welche von E startet. Weder B noch C
kénnen darin enthalten seirin den beiden eben erwahnten Kettédnnen nureinerseits

die Farben blau mit gelb und andererseits blau mit griin vertauscht werden. Dabei andert
sich die Farbung der Landérund D nicht.

DieLandersindnach der Umfarbung folgendermalen gefarbt: A istgetarbt, B gelb, C
grun, D gelb und E ebenfalls grideswegerbleibt die vierte Farbe Blau fir das kontrahierte
Land Qlbrig.

Die Beweisstrategie mit den Farbketten wurde bei vielen Beweisen in diesem Themengebiet
verwendet und wird heute auch Kemjpéette genannt.

Jede Landkarte muss eine Zusammenstellung der Lander enthalten, sodass évband

zwei, drei, vier oder funf Inélern umschlossen wird. Dies nennt man auch unvermeidbare
Konfiguration. Eine Konfiguration heif3t reduzierbar, wenn sie in einer minimajesfidsbten
Landkarte keinesfalls auftreten karbas Ziel dieses Beweisis§ eine unvermeidbare

Menge zu finden, wiche ausschliel3lich aus reduzierbaren Konfigurationen bedbettturch
wuirde keine minimal Egefarbte Landkartexistieren kdnnerund die 4Farbbarkeitwére

bewiesen (vgl. Aigner, 2015).

6.2.2 Kempesritum

Da die Problematik vermeintlich gelst war, rde es sehr ruhig um das Thema des Vier
FarbenSatzes. Doch darreigte1890Percy John Heawoodass der Beweis von Kempe

einen Trugschluss enthalt umdmit nicht giltig sei. Heawood selbst sah seine Arbeit
diesbezuglich als nicht wichtig und sogar etiestruktiv an, da er nur die Validitat eines
Beweises widerlegte und selbst nicht zu einer Losung beitrug. Jedoch Ubersah er dabei den
positiven Punkt in seiner Arbeit. Mit der Widerlegung des Beweises von Kempe, legte er
selbst einen Beweis des Fifdirben-Satzes vor, wie wir ihn in Beweis | des Satzes 5.3.1

gezeigt haben (vgl. Fritsch, 1994).
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Kempe gelang es durch seine Kettdethode zu zeigen, dass die Konfigurationerlche
aus einem Land umschlossen von zwei, drei oder vier Lander bestehen, redusiath
Jedoch kam ihm bei der letzten Konfiguration (ein Land umschlossen von funf Landern) ein

Fehlschluss untdvgl. Aigner, 2015pPoch wain bestanddieser?

Betrachten wir nochmalden Fall 3 aus Kempes Beweisidee:

Wieder stellen wir folgendAnnahmeEs gibt sowohl eine ragriin Kette von A nach C, als

auch eine rotgelb Kette von A nach D. AnschlieBevurden in der Beweisidee von Kempe

in der blaugelb Kette welche mit B startet und in der blgtiin Kette, welche mit E startet

die Farben vdauscht. Wirde man diese Vertauschungen einzeln durchfihren, hatten wir
wieder eine gultige Farbung, allerdings immer noch eufi@foung. Nach der Durchfuhrung

von beiden Vertauschungen, kann es passieren, dass dann zwei blau gefarbte Lander
aneinanderst@®en, welche zuvor noch gelb beziehungsweise griin gefarbt waren. Eine solche

Farbung ist nicht gultigvgl. Aigner, 2015)

Abbildung42: Kempes Irrtum; Landkarte vor und nach der Umfarbung

Trotz Kempes Irrtunmidferte sein Beweis beinahe alle Grundidedarunter das Auffinden
einer unvermeidbaren Menge, deren Konfigurationen reduzierbar, smtddenen der Vier

FarbenSatz ein Jahrhundert spater endgultig bewiesen wurde.
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6.3 Ein Computerbasierter Beweis

VieleMathematikelnnenarbeiteten fieberhaft weiter an dem Beweis des M@arben

Satzes. Die Ideen und Konzepte von Kempe wurden analysiert und weiterentwickelt. Doch
trotz der vielen Arbeit und vielen neuen Ideen und Strukturen war man varegiiltigen
Bewas noch weit entferntund es wurde mit den Jahren wieder ruhiger um dieses Thema
(vgl. Fritsch, 1994)

Ende der 60er Jahre gelingt Heinrich Heesch der entscheidende Schritt. Er schaffte es, die
Reduzibilitatsnachweise zu systematisieren und einen Algorithmus fir eine Reduzibilitat zu
schreiben. AuRerdem entwickelt er die sogenannte@ y (i f | Rdzy 3 &UINR T SR dzNB Y &
Konstruktion von unvermeidbaren Mengen von Konfigurationen. Dies war jedoch nur

mithilfe eines Computers durchzufiuihren, dadirdie herkommliche Bearbeitung nfapier

und Stift viel zu mmfangreich waivgl. Fritsch, 1994)

Auf Anweisung von Heesch schri€arl Dirrenit nahezu prahistorischen Methodesin
Programmwelches die Reduzibilitat nachweisen konnte. 1965 getangnithlife des
Computersdie bis dahinunbekannte Reduzibilitat einer Konfiguration der Ringgréf3e 9
nachzuweisen. Leider waren die damaligen SpeicherkapazitideRechnestark

beschrankivgl. Fritsch, 1994)

In Amerika war die Technik bereits etwas weiter fortgeschrittamd damit waren auch

groRere Rechenleistungen mdglich. Heesch reiste daher dotthi seine Arbeit weiter
voranzutreiben und verfeinerte mithilfe von Durre tatsachlich sein Programm. Wieder zurtick
in Deutschland wurden ihm jedoch die finanziellen Mittel untersagt seine Forschung

diesbezuglich fortzusetzgwgl. Fritsch, 1994)

Heesch arbeitete in Amerika mit Wolfgang Haken zusammen, welcher die Studie tGber den 4
FarbenSatzspater ohne Heesclhedoch mit Unterstitzung von Kenneth Appel fortsetzte.

1972 begann digusammenarbeit von Appel und Haken. Dabei betrachteten sie Mengen mi
fast einer Million Elementeund setzten die Hoffnung auf eine Losung in den raschen
elektronischen Fortschritt. Nach vier Jahren Arbeit stief3en sieiagineue

Entladungsprozedur, welche schlussendlich zum Erfolg fifigte Fritsch, 1994)
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Somit wude der 4FarbenSatz 1976124 Jahre nactiem Auftreten der Vermutungnithilfe
eines Computers (IBM 360) in Amerika bewie@agh. Fritsch, 1994)

In dem Bewis von Appel und Haken wurdeswisende Figuren betrachtet. Dabei kam es zu
dem einen oder anden Fehler, welche in den darauffolgenden Jahren entdeckt wurden.
Jedoch war der Beweis trotz der Fehler nicht ungultig, was an einer Besonderheit des
Beweises lag. Bei den meisten mathematischen Beweisen bricht bei einem inkorrekten
Zwischenschritt das gae Beweisgebilde zusammen, nicht jedoch bei dem Beweis von Appel
und Haken. Wenhier ein Trugschluss in einem Zwischenschritt auftritt, bildet sich nur ein
kleines Loch, welches schnell wieder umgangen werden kann. Hacken selbst begriindet dies
durch die &tsache, dass ihre Arbeit nicht nur einen Bewsoidern viele Beweise des \der
FarbenSatz liefeten. NachmehrerenKorrektuen kam es 1989 zu einer Neuauflage des

Beweisewvon Appel und Hakefvgl. Fritsch, 1994)
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6.4 DretFarbenSatz

Wenn auch nicht algebraisch festgelegt, so ist dennoch bewiesen, dass jeder planare Graph
mit 4 Farben farbbar ist. Die Autorist wahrend ihrer Recherche flir dieBglomarbeit

jedoch auch auf Latkarten gestoR3en, bei denen sogaeniger Farben zum Farbe

ausreichen wirdenAllgemein ist der d~arbenSatz nicht gltig, dafur findet sich schnell ein
GegenbeispieDeswegerwerdenin diesem Kapitel noch die Eigenschaften, welche ein
planarer Graph benétigum mit weniger als vier Farbeeine gtiltige Farbunzu bewirkn,

betrachtet.

In Satz 4.1.14 haben wir bereits einige Graphen mit niedrigen chromatischen Zahlen
aufgelistet. Jedoch missen wir nun darauf achten, dass diese Graphen auch planar sind.
Zu allererst wurde von der Autorin festgehalten, dassotiematische Zahl einé@partiten

GraphenQist. Fiir planare Graphen gilt allerdings nur:
Folgerung Furé  oist der bipartite Graply ; planar und2-farbbar.

Im Satz 4.1.14 haben wir.0 ¢ fur vollstandige Graphen festgehalten. Nach Kapitel 3

wissen wir allerdings, dass der kleinste planare vollstandige Graph dst.
Folgerung Furg 1 ist der vollstandige Graph planar unck -farbbar.

Der 3. Punkt im Satz 4.1.14 kann Gbernommen werden, da eindrplanar ist.

In Kapitel Zhaben wir in der Definition 2.1.12 B&aume und Walder kennengelernt. Da ein

Baum keinen Kreis enthélt, kann leicht nachvollzogen werden, dass gilt:

Satz 6.4.1Jeder Baum ist-Barbbar (vgl. Aigner, 2015).

In der Literatur findet man noch einen weiteren Zognenhang zwischen einer kleinen

chromatischen Zahl und einem Kreis:

Satz von Grotzsch 6.4.2eder planare Graph, welcher kein Dreieck, das heif3t keinen Kreis

der Lange 3 enthalt ist-farbbar(vgl. Diestel, 2010)

63



7 Entwicklungen auser Arbeit mit dem \ér-FarbenSatz

In den 1930er und 1940er Jahren war dasdton Gber Graphen bereits sehr
fortgeschritten. Durch den stéandigen Versuemen Beweis fur das Vi€rarbenProblem zu
finden, entwickelten sich schliel3lich 5 verschiedenen Richturgeriehungswise
Disziplinen der Graphentheoriecl8ussendlich ishus einer vermeintlich einfachen
Fragestellungiiber eine Sammlung von Satzen und Definitionen die Graphentheorie
entstanden. Diese neuen Errungenschaften wurden 1936 von Dénes Kdnig im ersten

Lehrbut Uber die Graphentheorie zusammengetragen (vgl. Aigner, 2015).

Die folgenden Unterkapitel betrachten die entstandenen 5 Bereiche der Graphentheorie.
7.1 Plattbarkeit

Die Plattbarkeit behandelt den Bereich der planaren Graphedem Kapitel des Vier
FarbenSatzes und auch im vorherigen Kapiieler Landkartenfarbung, haben wir @n
Landkarte stets als einen planaren Graphen angesehen und auchfendnSatz mittels
planaren Graphen definiert.

Zuallererst musstedeswegereine gaaue Definition und auch eine Charakterisierung von
planaren Graphen stattfinden. Ahnlich wie die Autorin dies bereits in Kapitel 3 dieser
Diplomarbeitzusammengtasst hat, so war auch bei der Entstehung der Graphentheorie im

19. JahrhundertliesesPuzzleteil am vordinglichsten.
7.2 Farbung

Bei der Aufklarung Uber dieEarbbarkeit von planaren Graphest es nattrlich
naheliegenddie Farbung an sich als separaten und sehr wichtigen Punkt zu betrachten.
Was ist eine Farbung? Wie kann ich diese defem@rGibtesnur eine oder unterschiedliche

Farbungen? Welche Eigenschaft kann eine Graphenfarbung besitzen oder hervorrufen?

Bei der Bearbeitug dieser Fragestellungen erhofftean sich nattrlich einen Aufschluss

uber das 4FarbenProblem.

Uberlegungen undie Ausfiihrungen die dazu entstanden sihdt die Autorin bere in

Kapitel 4 bearbeitet.
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7.3 Faktorisierung

Da die Faktorisierung von Graphen in dieser Arbeit noch nicht behandelt wurde, fuhrt die
Autorin hier die Definiton einer Faktorisierung an. Andigfdend gibt sie einen kurzen
Uberblick dartibgrwarum dieses Thema in der Graphentheotie Sprache kam undaran

weitergeforscht wurde.

Definition 7.3.1: Sei'O &0 ein Graph. Unter einem-Faktordes GrapheriOverteht man
eineni -regularen UnergraphenO  «hO , also einen Untergraphen in dem jeder Knoten
den Grad hat. Dabei habefOund ‘Odieselbe Knotenmenge, jedoch soll0s® ‘Oeine

echte Teilmenge sein.

Man sagfOisti -faktorisierbar, wenn man den Graph&dso ini -FaktorenO

HO zerlegen kann, sodass jede Kante #is genau einem Faktd® enthalten ist.
Beispiet:

0

R %Q

Abbildung43: Graph G und zwei verschiedenEaktorisierungen

5
g

Abbildung44: 0 und zwei verschiedeneRaktorisierungen
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Der Begriff der Faktorisierung wurde als erstes von Peter Guthrie Tait erwéhnt. Er brachte
eine Verbesserung zu Kempes Beweis dEarbenSatzes, welcher leider ebenfalls falsch

war.

Satz von Tai?.3.2: zitiert nach Aigner, 2015, S.99

a 5 A-Barben Vermutung ist genau dann richtig, wenn das Geruist jeder kubischen

briickenlosen Landkariein drei disjunkte L { 4§ 2 NBY T SNFNf f G D4

Im Lauf der Beschéftigung mit derFarbenProbem wurde naturlich auch festgestellt, dass
der Satz von Tait nicht korrekt ist. Als Gegenbeispiel fuhrte Julius Petisdreute
berhmten und in dieser Arbeit auch schon mehrfach erwahietersen Graphen an.

Petersen klarte auch die Frag® eine tFaktorisierung existiert oder nicht.

Satz von Petersen.3.3: Sei'Oein zusammenhangenderr@gularer briickenloser Graph, so

besitzt dieser immer einen-Eaktor (vgl. Aigner).

In dem Bereich der Faktorisierung wurden immer mehr EigenschafterGraphen in
Verbindung mit ihrer Faktorisierung gesteilhd neue Erkenntnisse und

Anwendungsmoglichkeiten kamen zutage

Im Zusammenhang mit der Frage nach eineRaktor kam der Begriff des Matchings auf.
EinMatchingin einem GraphefO O ist eine Teilmeng® P ‘O, sodass alle Ecken im
UntergrapheriO &) den Grad 1 oder 0 haben (vgl. Aigner,2015).
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7.4 HamiltonKreis

Der Begriff des Hamilton Kreises ist in der Arbeit auch noch nicht vorgekommen. Allerdings
wurden in Kapitel 2m Zuge des Konigsberger Briickenprobletes Euler Kreis und der

Euler Weg definiert.

Zur Erinnerung: Bei einem Euler Weg ging es daeimen Weg durch einen Graphen zu
finden, bei denalle Kanten genau einmaverwendetwerden Ein Euler Kreis ist einlEr

Weg bei dem der Ausgangspunkt gleich dem Endpunkt ist.

Im Gegensatz dazu ist ein Hamilton Weg ein Weg durch einen Graphen, bei dem jeder
Knoten genau einmal benutzt wird. Ein Hamilton Kreidesnnach ein Hamilton Weg mit
identem Start und Endpunkt. Die Erklarung sahesehr einfach, allerdinggelingt der
Nachweis, ob ein Graph einen Hamilton Kreis besitzt nuvdllBtandig Eine gute
Charakterisierung der Graphen, welche einen Hamilton Kreis enthalten ist leider nicht
bekannt(vgl.Schriger, 2016).

Definition 7.4.1: Sei'O  ¢O ein GraphEin Weg) U 8 b  heilRtHamiltonWeg

wenn jeder Knoten ausin 0 genau einmal vorkommt.

Definition 7.42: Sei'0  ¢O ein GraphEin Weg) U 8 0 heiRtHamiltonKreis

wennd pundd O und U8 M ein Hamilton Weg ist.
Man nennt einen Graphen, welcher einen Hamilton Kreis besitzt Hamiltonischen Graph.

Findet man in einem Graphen einen Hamilton Kreis, so kann zum Beispiel die Frage nach der
geschicktesten Reeroute bei enem Stéadtetrip oder der beste Produktionsweg gefunden
werden. Auch andere alltagliche Problemstellungen kdnnen damit beantwortet
beziehungsweise gelost werdefweifelsohnehat der Hamilton Kreis sehr viel Praxisbezug,

doch we entstand auslem VierFarbenProblem die Fragestellung nach diesem Kreis?
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Aufgrund der Uberlegungen beziiglich der Faktorisierung von Graphen beziiglich der Vier
FarbenVermutung von Tait und Peterséam man zur nachstehenden aquivalenten

Formulierung des VidrarbenProblems:

Satz 7.4.3Die 4Farben Vermutung ist genau dann richtig, wenn die Ecken jeder kubischen
briickenlosen und schleifenlosémndkarte durch disjunkte Kreise gerader Lange bedeckt

werden konnen (Aigner, 2015, S.43).

Definition 7.4.4:Eine Landka# istkubisch wenn fiir alleKnotenO ¥ @ QU o gilt.

Nun stehen wir also vor der Problematéinen Graphen mit dighkten Keisen bedecken zu
YNaaSy® 5 A SarmBelisfenen@ikzigénXKceis zu finden, welcher diese
Bedingung erflllt einenHamilton Kreis.

Hamiltors dcosion Gamé welcheseinen Hamilte Kreis durch die 20 Ecken eines
Dodekaeders fordertrug zur Verbreitung des Hamilton Kreises bei. Allerdings gabas

schon altere Fragestellungenwelche dieses Problem behandelten (vgl. Aigner, 2015).

Abbildungdsy | F YAt G2ya alLO2a
Obgleich die Charakterisierung von Grapheelche einen Hamilton Kreis enthaltgmcht
bekannt ist und auch der Nachweis eines Hamilton Kreisegoldandig istywurden im
Laufe der Jahre, in denen sich Mathematikerlnnen mit diesem Problem beschaftmgtear
neue und schlussendlich sehr viele Eigenschaften von Graphen mit Hamilton Kreisen

bekannt.
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7.5 Matroide

Die letzte Disziplinwelche aus der Arbeit mit dem Vi€iarbenSatz entwickelt wurdgst die
Arbeit mit sogenannten Matroiden. Der Ausdruck leitet sich von dem Begriff Matrix ab und
ist eine abstrakte Verallgemeinerueger solchenDas WortMatroid wurde um 1930 von

Hassler Whitney kreiert (vgl. Aigner. Z)1

Definition 7.5.1:Ein Paar'fi, nennt manUnabhéngigkeitssystemvenn“Yeine endliche

Menge ist und. P ¢ nicht leer und unter Inklusion abgeschlossen ist, das heif3t:

6y T 6PB 4 6n 8

Alsunabhéngige Mengewerden die Mengen in bezeichnet.

Ein Unabhangigkeitssystem wird BMatroid bezeichnet, wenn gilt:

~

oR5 N T s DSt MON B YA DN

~

(vgl. Krumke, 2012).

Mithilfe von Matroiden konnte man Begriffe aus der Linearen Algebedineare
Unabhé&ngigkeit, Basis und BaBigéanzungenxomatisch aufbauen und so Begriffe aus der
Graphentheorieauf einer allgemeinen abstrakten Strukturebene bearbeiten und betrachten

(vgl. Aigner, 2015).

Beispiel:Das graphentheoretische Pendant zu einem linear unabh&ngigen System ist das

lineare Matroid.

Sei nurd eined  &-Matrix mit den Spaltero hdo B8 Fd . Sel’Y  phchB e und es gelte
"Wy die Vektoren wd® "Y sind linear unabhéngig.

Eine Teilmenge von linear unabhangiger Mengen ist selbst wieder linear unabhéangig. Somit
ist Y, ein Unabhangigkeitssystem. Wegen desstauschsatsvon Steinitz aus der

Linearen Algebra ist das Padfi. ein Matroid (vgl. Krumke, 2012).
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8 Schlusswort

Das Gebiet der Graphentheorie hat mich bei der Themensuche fir meine Diplomarbeit in
der aufliegeden und flr mich zuganglichen Literatur gleich nach wenigen Seiten begeistert.
Einerseits habe ich im Laufe meines Studiums nur wenig Kontakt zu eifierdie

Mathematik¢ so neuen Themengebiet gehabt, andererseits war mir das Gebiet der
Graphentheoriebis dahin absolut neu. Ebenfalls faszinierte mich die Anschaulichkeit der
Graphentheorie und die damit verbundene mathematische Aufarbeitung und

Beweisfiuihrung.

Im Laufe der Literaturrecherche steigerte sich meine Begeisterung fur das Thema und dessen
Umfang. Mir war nicht bewusst, wie viele komplexe Eigenschaften ein zunachst einfach
wirkender Graph besitzen kann und auf welche Details man beim Arbeiten damit Ricksicht

nehmen muss.

lfa aSKNJ AOKgASNRI SYLIFIYR AOK YSdngiBen,! NB SA
da jedes Themengebiet und jeder Satz fur sich so komplex und vielschichtig ist, sodass man

dabei schnell den roten Faden verlieren kann.

Fasziniert stellte ich fest, wo die Mathematik trotz des enormen aktuellen Wissenstandes
und der fortschrittichen Technik auf ihre Grenzen sto3t. Obwohl man bereits kiinstliche

Intelligenzen programmieren kann, gibt es immer nochvidistandige Probleme.

Mit dem erstmaligen Akzeptieren eines computerbasierten mathematischen Beweises
wurde ein grof3er Schritt iniel Modernisierung der Mathematik gesetzt. Dies spiegelt auch
ein wenig die Wichtigkeit und Unentbehrlichkeit von Computern in unserem heutigen Alltag

wieder.
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11 Symbolverzeichnis

sG Ordnung von G
o) Kreis der LAng&
0O Kantenmenge
'O O  Graph
0Q G ohne e
0 vollstandiger Graph
0 & vollstandiger bipartiteiGraph
00 Kantengraph
0 Weg der Lang&
® Knoten/Eckenmenge
QU Grad vor)
y 0 Maximalgrad
.. O chromatische Zahl
.20 chromatischer Index
.0 listenchromatische Zahl
. 'O listenchromatischer Index
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