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Kurzfassung 

Angewandte Graphentheorie 

Betrachtung von Färbungen, mit speziellem Blick auf die Landkartenfärbung und das 

daraus resultierende 4-Farben-Problem 

In dieser Arbeit wird die Landkartenfärbung aus graphentheoretischer Sicht betrachtet. Die 

Frage nach der minimalsten Anzahl von Farben für das Färben einer Landkarte ς der 

chromatischen Zahl ς wird gestellt. 

Dafür werden zuallererst die wichtigsten Definitionen und Grundbegriffe der 

Graphentheorie erläutert und dargelegt. Anschließend werden die zuvor definierten 

Eigenschaften von Graphen dazu verwendet, das Königsberger Brückenproblem zu lösen. In 

weiterer Folge werden planare Graphen definiert und charakterisiert, um im Anschluss 

überhaupt auf die Färbung von Landkarten eingehen zu können. Für die Charakterisierung 

wird in dieser Arbeit der Satz von Kuratowski verwendet und ein Anwendungsbeispiel dafür 

gezeigt. Darauf aufbauend werden die verschiedenen Graphenfärbungen (Knoten-, Kanten- 

und Listenfärbung) definiert und behandelt. Hierbei wird das Hauptaugenmerk auf die 

chromatische Zahl gelegt. Anschließend wird das Färben von Landkarten, welche als 

Dualgraphen dargestellt werden können, gesondert betrachtet. Nach dem Beweis der 

schwächeren 6- und 5-Farben-Sätze für planare Graphen wird der 4-Farben-Satz eingeführt. 

Die geschichtliche Entwicklung der Problematik wird genau betrachtet. Dabei wird auch 

Kempes Beweisversuch behandelt und die Entwicklung des Beweises bis hin zum 

computerbasierten Beweis von Appel und Haken geschildert. Abgerundet wird diese Arbeit 

mit den verschiedenen graphentheoretischen Themengebieten, welche sich aus der Arbeit 

mit dem 4-Farben-Satz entwickelt haben. Dabei wird auf die bereits behandelten Kapitel der 

planaren Graphen und der Graphenfärbung verwiesen. Die Faktorisierung von Graphen, 

Hamilton Kreise und Matroide werden dabei noch als Gebiete der Graphentheorie kurz 

angeschnitten.  
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Abstract 

Applied graph theory 

Examination of colorings, focusing on the coloring of maps and the resulting 4-color 

problem 

In graph theory colorings, especially the coloring of maps, are valid topics that have to be 

investigated from a mathematical point of view. In order to research the smallest number of 

colors needed for coloring a map, known as the chromatic number, the most important 

definitions and basic terms of graph theory are outlined. The previously defined 

characteristics of graphs are then used to solve the Königsberg bridge problem. 

Subsequently, planar graphs are defined and characterized in order to be able to discuss the 

coloring of maps. For this characterization the Kuratowski theorem is used and an 

application example is shown. Based on this, the different graph colorings (vertex, edge and 

list coloring) can be defined and analyzed, focusing mainly on the chromatic number. Then, 

the coloring of maps, which can be drawn as a dual graph, will be analyzed and discussed 

separately. After proving the weaker 6- and 5- color theorems for planar graphs, the 4-color 

theorem is introduced. The historical development of the problem is closely examined as 

ǿŜƭƭΥ YŜƳǇŜΩǎ ŀǘǘŜƳǇǘ ǘƻ ǇǊƻǾŜ ǘƘŜ п-color theorem, the development of its proof and the 

computer-based proof of Appel and Haken are shown and discussed. An overview of various 

fields of graph theory, which have developed through working with the 4-color theorem, 

rounds off this paper, referring to earlier discussed chapters of the planar graphs and graph 

coloring. The factorization of graphs, Hamilton circles, and Matroids, as fields of the graph 

theory, however, are only briefly mentioned.  
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1 Einleitung 

Selten entwickeln sich wichtige und interessante Fragestellungen der Mathematik aus einem 

einzigen Problem, welches für nicht-MathematikerInnen so verständlich und nachvollziehbar 

ist wie der 4-Farben-Satz. Dem Versuch, diesen Satz/dieses Problem zu beweisen entstammt 

ein gesamtes mathematisches Gebiet, welches heute zu den Grundlagen der Informatik und 

diskreten Mathematik zählt ς die Graphentheorie. Bereits vor der 4-Farben-Vermutungen 

gab es Fragestellungen mit passenden Lösungsversuchen, welche später dem Gebiet der 

Graphentheorie zugeordnet wurden, jedoch waren diese vereinzelt und nur im Spezialfall 

und nicht allgemein lösbar. 

Und genau diese Bedeutsamkeit eines für Laien verständlichen Problems machte es für die 

Autorin so faszinierend und spannend. Ergänzend kommt dazu, dass sehr viele alltägliche 

Probleme mittels graphentheoretischer Konzepte gelöst werden können und somit immer 

ein Alltagsbezug hergestellt werden kann. 

Diese Diplomarbeit ist eine rein hermeneutische Arbeit. Die Verfasserin dieser Arbeit betrieb 

dazu ausreichend Literaturrecherche und versuchte, durch ausgewähltes Zusammentragen 

von Sätzen und Beweisen, das Thema anschaulich zu erläutern und die Wichtigkeit des Vier-

Farben-Satzes klarzustellen. 

Zu Beginn dieser Arbeit werden zuallererst einige grundlegende Definitionen und Begriffe 

der Graphentheorie erläutert. Was versteht man unter einem Graphen und wann begann die 

Arbeit in der Graphentheorie. Dabei wird auch auf das Königsberger Brückenproblem 

eingegangen. Anschließend erfolgt ein genauerer Blick auf die sogenannten planaren 

Graphen und deren Charakterisierung. Im Zuge dessen zitiert die Autorin den Satz von 

Kuratowski, dessen Anwendung anschließend noch näher betrachtet wird. Ferner 

beschäftigt sich die Verfasserin dieser Arbeit mit dem Thema der verschiedenen Färbungen 

von Graphen. Nachdem die unterschiedlichen Färbungen erklärt sind, geht die Autorin auf 

das Hauptthema ς die Landkartenfärbung ein. Zunächst muss geklärt werden, was eine 

Landkartenfärbung ist und wie man diese durchführt. Dabei stellt sich die offensichtliche 

Frage: Wie viele Farben benötigt man überhaupt für eine solche Einfärbung?  
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Die Autorin arbeitet sich vom schwachen Sechs-Farben-Satz bis hin zur starken Behauptung 

des Vier-Farben-Satzes voran: 

Jeder planare Graph ist 4-färbbar. 

Die Hintergründe und die wichtigsten Meilensteine der geschichtlichen Entwicklung des Vier-

Farben-Theorems werden ausführlich behandelt. Abgerundet wird diese Diplomarbeit durch 

das Erläutern der, aus den Arbeiten am Vier-Farben-Satz entstandenen Gebiete der 

Graphentheorie. 

 

Die in der Arbeit verwendeten Definitionen wurden teilweise selbst verfasst, teilweise aus 

der gesamten (im Verzeichnis erwähnten) Literatur zusammengetragen, strukturiert und auf 

eine einheitliche und zusammenhängende Formulierung gebracht.  

Nicht zitierte Bilder wurden von der Autorin selbst, mithilfe der dynamischen Geometrie-

Software Geogebra 5.0 erstellt.  

Am Ende der Diplomarbeit befindet sich ein Symbolverzeichnis indem die wichtigsten 

Notationen zusammengefasst wurden.  
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2 Einführung in die Graphentheorie 

Die Anfänge der Graphentheorie liegen im 18. Jahrhundert, wobei die meisten Fortschritte in 

diesem Gebiet erst im letzten Jahrhundert gemacht wurden. So auch die Erkenntnisse und 

Sätze zu planaren Graphen, welche in diesem und im nächsten Kapitel behandelt werden. 

Ein sehr bekanntes Problem, ǿŜƭŎƘŜǎ ƛƴ ŘŜƴ αBabyschuhenά der Graphentheorie behandelt 

wurde ist das Königsberger Brückenproblem. Es wurde ursprünglich mit Methoden gelöst, 

welche erst Jahre später ŘŜƳ αneuenά Gebiet, der Graphentheorie, zugeordnet werden 

konnten (vgl. Vollmer, 2015). 

 

2.1 Grundbegriffe 

Um mit Graphen arbeiten zu können, müssen zunächst einige Grundbegriffe definiert 

werden. 

 

Definition 2.1.1: Ein Graph ist ein Paar Ὃ ὠȟὉ disjunkter Mengen mit ὉṖ ὠό. 

Hier bezeichnet ὠό die Menge aller zweielementigen Teilmengen von ὠ. Die Elemente von 

Ὁ sind also zweielementige Teilmengen von ὠ. 

 

Beispiel: 

Sei Ὃ ὠȟὉ mit ὠ ρȟςȟσȟτȟυ und Ὁ ρȟςȟρȟυȟσȟτ . 

 

Abbildung 1: Beispiel Graph 
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Die Elemente von ὠ werden Ecken oder Knoten des Graphen Ὃ genannt1.  

Die Elemente von Ὁ sind die Kanten des Graphen Ὃ. 

Ein Graph heißt endlich oder unendlich, je nachdem ob ὠ endlich oder unendlich ist. 

Die Ordnung ȿὋȿ eines Graphen entspricht der Mächtigkeit ȿὠȿ von ὠ (vgl. Diestel, 2010). 

Ein Graph kann dargestellt werden, indem man die Ecken auf Punkte in der Ebene abbildet 

und die Kanten als Jordan Kurven. Eine Jordan Kurve ist eine stetige Kurve, die sich selbst 

nicht kreuzt (vgl. Wagner, 2008). Die Darstellungen von Graphen sind jedoch nicht eindeutig. 

Der Graph aus Abbildung 1 kann auch wie in Abbildung 2 zu sehnen ist dargestellt werden. 

 

 

 

 

 

Definition 2.1.2: Eine Ecke ὺɴ ὠ und eine Kante Ὡɴ Ὁ inzidieren miteinander und heißen 

inzident, wenn ὺɴ Ὡ gilt. 

Im Beispiel (Abbildung 1) inzidiert die Ecke ρᶰὠ mit den Kanten ρȟςȟρȟυᶰὉ. 

 

Definition 2.1.3: Zwei Ecken ὼȟώ ɴ ὠ von Ὃ sind benachbart in Ὃ und heißen Nachbarn 

voneinander, wenn die Kante ὼȟώᶰὉ ist. 

Zwei Kanten ὩȟὪᶰὉ Ƴƛǘ Ὡ Ὢ sind benachbart, falls sie eine gemeinsame Ecke haben.  

 

Um wieder auf die Abbildung 1 zurückzugreifen:  

Die zwei Ecken ρȟςᶰὠ sind Nachbarn, da ρȟςᶰὉ. Im Gegensatz dazu sind die Ecken 

ρȟτᶰὠ keine Nachbarn da ρȟτᶱὉ. 

Die Kanten ρȟςȟρȟυᶰὉ sind benachbart, da die Ecke ρᶰρȟς und ρᶰρȟυ ist.  

                                                      
1 In dieser Arbeit werden beide Ausdrucksweisen verwendet. 

Abbildung 2: Alternative Darstellung des Graphen aus Abbildung 1 
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Definition 2.1.4: Sind je zwei Ecken von Ὃ benachbart, so heißt Ὃ vollständig. Einen 

vollständigen Graphen auf ὲ Ecken bezeichnet man als ὑ . 

 

Definition 2.1.5: Der Grad Ὠὺ einer Ecke ὺ ist die Anzahl der mit ὺ inzidenten Kanten, also 

die Anzahl der Nachbarn von ὺ. 

Den höchsten Grad eines Knoten ὺɴ Ὃ nennt man Maximalgrad von Ὃ und man schreibt 

ЎὋȢ 

 

Allgemein gibt es in der Graphentheorie gerichtete und ungerichtete Graphen, wobei die 

Kanten bei einem gerichteten Graphen nur in eine Richtung durchlaufen werden können. 

Vorstellen kann man sich dies wie eine Einbahn im Straßenverkehr. Graphisch werden die 

Kanten in einem gerichteten Graphen oft als Pfeile dargestellt, um die Richtung zu 

verdeutlichen. In der Nomenklatur wird das Attribut αungerichtetά meist weggelassen. Ein 

gerichteter Graph wird immer explizit hervorgehoben. 

Sei ein Graph Ὃ ὠȟὉ gegeben. Gibt es in der Kantenmenge Ὁ mindestens zwei Kanten 

άȟὲᶰὉ welche beide die Knoten ὺȟύᶰὠ verbinden, so sagt man, Ὃ besitzt 

Mehrfachkanten.  

Existiert in einem Graphen Ὃ ὠȟὉ eine Kante ά ὺȟὺᶰὉ, welche den Knoten ὺᶰὠ 

mit sich selbst verbindet so nennt man diese Kante eine Schleife.  

 

 

Abbildung 3: gerichteter Graph G, Graph H mit Mehrfachkante, Graph J mit Schleife 

Ὃ Ὄ ὐ 
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Definition 2.1.6: Ein ungerichteter Graph Ὃ ὠȟὉ ohne Mehrfachkanten und Schleifen 

wird einfacher Graph genannt.  

 

Bemerkung: In dieser Diplomarbeit betrachtet die Autorin Graphen, sofern nicht anders 

erwähnt, immer als einfache Graphen. 

 

In der Graphentheorie wird sehr viel mit Algorithmen gearbeitet, welche schlussendlich 

durch die Berechnung mittels Computer gelöst werden können. Deswegen sollte man sich 

Gedanken darüber machen, wie ein Graph nicht zeichnerisch sondern computertauglich 

dargestellt werden kann. Dazu muss man sich die grundlegende Frage stellen: Wie arbeitet 

ein Computer? Er verarbeitet einen Binärcode. Dieser besteht aus genau zwei möglichen 

Zuständen: 0 bedeutet aus (kein Strom) und 1 bedeutet ein (Strom). Auf dieser kleinsten 

Information, also 0 oder 1, ist die gesamte Computersprache aufgebaut.  

Ein Graph muss somit, um computertauglich dargestellt werden zu können, nur aus Nullen 

und Einsern geschrieben werden können.  

Dies wird durch die sogenannte Adjazenzmatrix gewährleistet. Die Einträge der Matrix 

zeigen das Vorhandensein (α1ά) beziehungsweise das nicht- Vorhandensein (αлά) einer Kante 

zwischen zwei Knoten. 

 

 

Abbildung 4: ein graphisch dargestellter Graph Ὃ und seine Adjazenzmatrix 

 

 

 A B C D E F G 
A 0 1 0 1 0 0 0 
B 1 0 1 0 1 0 0 
C 0 1 0 1 1 1 0 
D 1 0 1 0 0 0 0 
E 0 1 1 0 0 0 0 
F 0 0 1 0 0 0 1 
G 0 0 0 0 0 1 0 
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Mit der Verwendung der Adjazenzmatrix wird klar, dass bei einem Graphen weder die 

Position der Knoten, noch die Form oder die Länge der Kanten eine Rolle spielen. Wichtig ist 

einzig und allein die Beziehung zwischen den Knoten, wer also mit wem benachbart ist. 

Diese Beziehung ist symmetrisch. 

Wann kann behauǇǘŜǘ ǿŜǊŘŜƴΣ Řŀǎǎ ȊǿŜƛ DǊŀǇƘŜƴ αƎƭŜƛŎƘά sind? Und was bedeutet das 

überhaupt? 

In der Graphentheorie ist die Isomorphie zwischen zwei Graphen  

Ὃ ὠȟὉ ǳƴŘ Ὃ ὠȟὉ  die strukturelle Gleichheit eben dieser.  

 

Definition 2.1.7: Der Graph Ὃ ὠȟὉ ist isomorph zum Graphen  Ὃ ὠȟὉ ȟ wenn es 

eine bijektive Abbildung •ȡὠᴼὠ gibt, für die gilt: 

ὼȟώᶰὉᵾ •ὼȟ•ώ ᶰὉ für alle Knoten ὼȟώᶰὠ 

und man schreibt ὋḗὋᴂ. 

Die Abbildung • nennt man einen Isomorphismus. Gilt zusätzlich Ὃ Ὃᴂ so ist • sogar ein 

Automorphismus. 

Ob zwei Graphen isomorph sind, kann man auch über die Adjazenzmatrizen definieren. 

 

Definition 2.1.8: Zwei Graphen sind isomorph, wenn die Knoten beider Graphen so 

umbenannt werden können, dass die Adjazenzmatrizen beider Graphen gleich sind.  

 

Beispiel: 

Behauptung: Der in Abbildung 5 angeführte Graph ist isomorph zum Graphen aus der 

Abbildung 4. 
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Abbildung 5: ein weiterer Graph Ὃ und seine Adjazenzmatrix 

 

Um die Behauptung zu validieren, versuchen wir eine Umbenennung der Knoten zu finden, 

sodass die Adjazenzmatrizen aus Abbildung 4 und 5 gleich sind. Dazu beginnen wir, den Grad 

der Knoten zu vergleichen. 

In Abbildung 4 gilt: Ὠὅ τȟὨὄ σȟὨὋ ρ ǳƴŘ  Ὠὃ ὨὈ ὨὉ ὨὊ ςȢ  

In Abbildung 5 gilt: Ὠὒ τȟὨὙ σȟὨὗ ρ ǳƴŘ  Ὠὓ Ὠὔ Ὠὕ Ὠὖ ςȢ 

Daraus ergibt sich folgende Umbenennung als geeignete Wahl: ὒm ὅȟὙᵐὄ ǳƴŘ ὗᵐὋȢ 

Durch den Vergleich der Knotengrade der jeweiligen Nachbarn von ὃȟὈȟὉȟὊ  ǳƴŘ ὓȟὔȟὕȟὖ 

kommt man schnell auf: ὓᵐὊȟὔᵐὈȟὕᵐὉ ǳƴŘ ὖᵐὃȢ 

Nach dieser Umbenennung sieht die Adjazenzmatrix aus Abbildung 5 wie rechts in Abbildung 

6 aus. 

 

 

 m

 

Abbildung 6: Adjazenzmatrix aus Abbildung 5, nach der Umbenennung 

 

Nach einer alphabetischen Umsortierung der eben entstandenen Matrix, folgt nun die 

gleiche Adjazenzmatrix wie in Abbildung 4, und die Isomorphie der beiden Graphen wurde 

bewiesen. 

 L M N O P Q R 
L 0 1 1 1 0 0 1 
M 1 0 0 0 0 1 0 
N 1 0 0 0 1 0 0 
O 1 0 0 0 0 0 1 
P 0 0 1 0 0 0 1 
Q 0 1 0 0 0 0 0 
R 1 0 0 1 1 0 0 

 L M N O P Q R 
L 0 1 1 1 0 0 1 
M 1 0 0 0 0 1 0 
N 1 0 0 0 1 0 0 
O 1 0 0 0 0 0 1 
P 0 0 1 0 0 0 1 
Q 0 1 0 0 0 0 0 
R 1 0 0 1 1 0 0 

 C F D E A G B 
C 0 1 1 1 0 0 1 
F 1 0 0 0 0 1 0 
D 1 0 0 0 1 0 0 
E 1 0 0 0 0 0 1 
A 0 0 1 0 0 0 1 
G 0 1 0 0 0 0 0 
B 1 0 0 1 1 0 0 
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Abbildung 7: alphabetische Umsortierung der Adjazenzmatrix von Ὃ 

 

Bevor im nächsten Kapitel auf das Königsberger Brückenproblem eingegangen wird, müssen 

noch die Begriffe Weg und Kreis definiert werden. Ergänzend dazu gibt es auch noch die 

Begriffe Baum und Wald, welche für die weitere Arbeit erläutert werden. 

 

Definition 2.1.9: Ein Weg in einem Graphen Ὃ ist ein Graph ὖ ὠȟὉ mit    ὠ

ὼȟὼȟȢȢȢȟὼ  und Ὁ ὼȟὼ ȟὼȟὼ ȟȣȟὼ ȟὼ  mit Ὧ ρ. Die ὼ sind paarweise 

verschieden. Die Knoten ὼ und ὼ nennt man Endknoten vom Weg ὖ und die Knoten 

ὼȟȢȢȢȟὼ  nennt man innere Knoten vom Weg ὖȢ 

Die Länge eines Weges ist die Anzahl der Kanten. Ein Weg mit der Länge Ὧ hat also Ὧ Kanten 

und man schreibt ὖȢ 

 

Abbildung 8: Ein Weg P5 in G 

Mit der Ausdrucksweise αŜƛƴ Weg von ὼ ƴŀŎƘ ὼά, oder auch αein Weg zwischen ὼ ÕÎÄ ὼά 

bezeichnet man einen Weg ὖ mit dem ersten Knoten ὼ ǳƴŘ ŘŜƳ ƭŜǘȊǘŜƴ YƴƻǘŜƴ ὼ. 

 

 C F D E A G B 
C 0 1 1 1 0 0 1 
F 1 0 0 0 0 1 0 
D 1 0 0 0 1 0 0 
E 1 0 0 0 0 0 1 
A 0 0 1 0 0 0 1 
G 0 1 0 0 0 0 0 
B 1 0 0 1 1 0 0 

 A B C D E F G 
A 0 1 0 1 0 0 0 
B 1 0 1 0 1 0 0 
C 0 1 0 1 1 1 0 
D 1 0 1 0 0 0 0 
E 0 1 1 0 0 0 0 
F 0 0 1 0 0 0 1 
G 0 0 0 0 0 1 0 
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Definition 2.1.10: Ein Weg ὖ von ὼ ƴŀŎƘ ὼ mit Ὧ ς erweitert durch die Kante ὼȟὼ  ist 

ein Kreis. Einen Kreis mit Ὧ Kanten bezeichnet man als Kreis der Länge Ὧ und man schreibt 

ὅ. 

 

 

Abbildung 9: Ein Kreis C6 in G 

 

Definition 2.1.11: Einen nicht leeren Graphen Ὃ ὠȟὉ nennt man zusammenhängend, 

wenn es für je zwei Knoten ὼȟώɴ ὠ einen Weg von ὼ ƴŀŎƘ ώ gibt. 

 

Definition 2.1.12: Ein Graph Ὃ ὠȟὉȟ der keinen Kreis enthält nennt man Wald. Ein 

zusammenhängender Wald wird wiederum Baum genannt. Die Knoten eines Baumes mit 

Grad 1 sind die Blätter des Baumes. 

 

 

Abbildung 10: Ein Wald bestehend aus 4 Bäumen  
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2.2 Das Königsberger Brückenproblem 

Das Königsberger Brückenproblem beschreibt die 

Fragestellung, ob es einen Spaziergang durch Königsberg 

zur Zeit Eulers mit folgender Bedingung gibt: Jede der 7 

Brücken über den Pregel muss genau einmal überquert 

werden. Zusätzlich möchte man am Ende des 

Spaziergangs wieder zum Anfangspunkt zurückkehren. 

Mit den vorangegangenen Definitionen kann nun das 

Königsberger Brückenproblem graphentheoretisch 

betrachtet werden. Um einen besseren Überblick zu erhalten, wird ein Graph modelliert, bei 

dem die Ecken die Ufer, und die Kanten die Brücken darstellen: 

 

Abbildung 12: Graph des Königsberger Brückenproblems; 
inkl. Grad der Knoten 

 

Definition 2.2.1: Sei Ὃ ὠȟὉ ein Graph. Ein Weg ὖ ὺȟȣȟὺ  heißt Euler Weg, wenn ὖ 

jede Kante aus Ὁ genau einmal durchläuft.  

Für jedes Ὡɴ Ὁ gibt es genau ein Ὥɴ πȟȣȟὰ ρ, sodass Ὡ ὺȟὺ  gilt. 

 

Definition 2.2.2: Sei Ὃ ὠȟὉ ein Graph. Ein Weg ὖ ὺȟȣȟὺ  heißt Euler Kreis, wenn ὖ 

ein Euler Weg ist und ὺ  ὺ ist. 

3 

3 

3 

5 

Abbildung 11: Königsberg zur Zeit Eulers 
URL: http://www.osa.fu-
berlin.de/mathematik/aufgaben/koenigsber
ger_brueckenproblem/index.html 
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Satz 2.2.3: Sei Ὃ ὠȟὉ ein zusammenhängender Graph mit ȿὠȿ ÅÎÄÌÉÃÈ, dann gilt: 

Ὃ ÂÅÓÉÔÚÔ ÅÉÎÅÎ %ÕÌÅÒ +ÒÅÉÓ ᵾ  ÊÅÄÅÒ +ÎÏÔÅÎ ÖÏÎ Ὃ ÈÁÔ ÅÉÎÅÎ ÇÅÒÁÄÅÎ 'ÒÁÄ 

(vgl. Schnitger, 2016). 

 

Satz 2.2.4: Sei Ὃ ὠȟὉ ein zusammenhängender Graph mit ȿὠȿ ÅÎÄÌÉÃÈ, dann gilt: 

Ὃ besitzt einen Euler Weg, der kein Euler Kreis ist ᵾ es gibt in Ὃ genau zwei Knoten mit 

ungeradem Grad (vgl. Schnitger, 2016). 

 

 

Ein Euler Weg durch Königsberg war nicht möglich. Dies bewies Leonhard Euler im 18. 

Jahrhundert (vgl. Schnitger, 2016). Zu jedem Ufer, welche in Abbildung 12 als Knoten 

dargestellt werden, führt eine ungerade Anzahl von Brücken/Kanten. Wie in Satz 2.2.4 

ausgeführt, dürfen nur genau zwei Ufer eine ungerade Anzahl von Brücken besitzen. Diese 

Zwei dienen beim Rundweg als Start- und Endpunkt.  

Das Königsberger Brückenproblem ist ein topologisches Problem, weil es beim 

Lösungsversuch nicht auf die geographische Position der Brücken ankommt, sondern allein 

darauf, welche Brücke mit welchem Ufergebiet verbunden ist. Euler löste diese Fragestellung 

bereits im 18. Jahrhundert und konnte auch eine allgemeine Bedingung für Euler Wege und 

Euler Kreise stellen. Seine angewandten Methoden werden heute dem Gebiet der 

Graphentheorie zugeordnet. Die Frage, ob ein Graph eulersch ist, lässt sich relativ einfach 

beantworten und die Beantwortung der Fragestellung ist auch in gerichteten Graphen und 

Graphen mit Mehrfachkanten möglich. 
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3 Definition und Charakterisierung Planarer Graphen 

Der Begriff des Graphen wurde im vorangegangenen Kapitel eingeführt. In diesem Kapitel 

geht es nun um Graphen mit bestimmten Eigenschaften. Für die spätere Landkartenfärbung 

benötigen wir sogenannte planare Graphen. Wie diese definiert und charakterisiert werden, 

führt die Autorin in diesem Kapitel aus. Anschließend erläutert sie noch den Satz von 

Kuratowski und führt ein Anwendungsbeispiel dazu durch. 

 

3.1 Die eulersche Polyederformel für Ebenen 

Definition 3.1.1: Ein Graph Ὃ ὠȟὉ heißt planar, wenn es eine Darstellung von Ὃ in der 

Ebene ᴙ gibt, in der sich die Kanten nicht kreuzen. Die Kanten treffen sich nur in den Ecken. 

 

Die oben beschriebene Darstellung nennt man auch planare Einbettung. Eine solche 

Einbettung eines Graphen zerlegt die Ebene in verschiedene Flächen, den sogenannte 

Facetten.  

 

Satz von Euler 3.1.2: In einem zusammenhängenden planaren Graphen Ὃ ὠȟὉ mit 

ȿὠȿ ὲȟȿὉȿ άȟὪ  Anzahl der Facetten und ὲ ρ gilt: 

ὲ ά Ὢ ς 

Beweis: Wir führen den Beweis mittels Induktion durch. 

Mit gegebener Anzahl der Ecken ὲ, führen wir eine Induktion nach der Anzahl der Kanten ά 

durch. Im Induktionsanfang betrachten wir ά π. Somit besteht der Graph Ὃ aus einer 

einzelnen Ecke und einer Facette, der äußeren Umgebenden.  

Also gilt ὲ Ὢ ρ und folglich auch die eulersche Polyederformel ὲ ά Ὢ ς.  

Sei nun ά ρȢ Wir nehmen an, ɱ  Ὡɴ Ὁ sodass gilt: Ὃ Ὃ͵Ὡ ist immer noch 

zusammenhängend. Nach der Entfernung von Ὡ verschmelzen die beiden anliegenden 

Facetten miteinander und wir erhalten ὲ ὲȟά ά ρ ÕÎÄ Ὢ Ὢ ρ. 
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Nach Induktion gilt die Euler Formel auch für Ὃȟ und der Beweis ist abgeschlossen. 

Gibt es allerdings kein  Ὡɴ Ὁ sodass gilt: Ὃ Ὃ͵Ὡ ist immer noch zusammenhängend, so 

spricht man von einem Baum und es muss Ὢ ρ gelten. Die Euler Formel ergibt sich hierbei 

aus folgendem: Für einen Baum Ὃ ὠȟὉ ÇÉÌÔ ά ὲ ρ (vgl. Aigner, 2015).   

 

Beispiele zur Euler Formel: 

Beispiel 1.) 

Graph des Königsberger Brückenproblems:  

 

Abbildung 13: Graph des Königsberger Brückenproblems; 
Anzahl der Facetten 

Dieser Graph teilt die Ebene in fünf Facetten. Mit vier Ufern und sieben Brücken ergibt sich: 

ὲ τȟά χȟὪ υȢ  

Setzt man diese Werte in die eulersche Polyederformel ein folgt: 

τ χ υ ς ᵾ ς ς.  

 

Beispiel 2.) 

Die Eulersche Polyederformel wird sehr häufig in der Geometrie verwendet. 

Dreidimensionale Objekte aus der Geometrie können als planare Graphen gezeichnet 

werden. Dabei wird eine Fläche des Objekts als äußere, unendliche Fläche dargestellt. 

Betrachtet man einen Quader mit seinen sechs Flächen (4 Seitenflächen, eine Grund- und 

eine Deckfläche) als Facetten, acht Knoten und zwölf Kanten, stimmt auch hier wieder die 

Formel: ψ ρς φ ς ᵾ ς ς. 

1 

2 
3 

4 

5 
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Aus der eulerschen Polyederformel lässt sich nachstehendes Korollar folgern, welches für 

manche Beweisführungen in der Graphentheorie essentiell ist.  

 

Korollar 3.1.3: Sei Ὃ ὠȟὉ ein zusammenhängender planarer Graph mit mindestens drei 

Kanten. Sei Ὢ die Anzahl der Facetten und ȿὉȿ ά, so gilt: 

ςά σὪȢ 

Besitzt der Graph Ὃ keine Dreiecke, so gilt sogar: 

ςά τὪȢ 

Beweis: 

Jede Facette des Graphen besitzt zumindest drei Kanten, welche diese begrenzen. Sei Ὢ die 

Anzahl der Facetten mit Ὥ begrenzenden Kanten. So gilt: Ὢ В Ὢ. Für die Kantenanzahl ά 

des Graphen gilt dann: ςά В ὭϽὪ, da jede Kante an maximal 2 Facetten grenzt. Aus 

den beiden Gleichungen folgt: ςά σὪ πȢ 

Der Beweis zur zweiten Ungleichung aus dem Korollar 3.1.3 wird fast analog geführt. Dabei 

geht man jedoch von Facetten aus, welche zumindest von vier Kanten begrenzt werden (vgl. 

Theobald, 2016).   

Abbildung 14: Quader als planarer Graph mit Facettenbeschriftung 
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3.2 Charakterisierung planarer Graphen 

In diesem Unterkapitel wird untersucht, wie sich planare Graphen charakterisieren lassen. 

Dazu wird der Satz von Kuratowski verwendet, welcher planare Graphen anhand von 

verbotenen Untergraphen charakterisiert. Bevor wir aber zu diesem Satz kommen, müssen 

noch einige Bausteine bereitgestellt werden. 

 

Korollar 3.2.1: Jeder planare Graph mit mindestens drei Ecken, das heißt ὲ σ, hat 

höchstens σὲ φ Kanten. Also gilt: 

σὲ φ ά. 

Für jeden Dreiecksgraphen, einen Graphen bei dem jede innere Facette von 3 Kanten 

begrenzt ist, gilt sogar die Gleichheit: 

σὲ φ άȢ 

 

Der Beweis kann in der Literatur (Diestel, 2010) nachgelesen werden. 

 

Definition 3.2.2: Ein Graph Ὃ ὠȟὉ  heißt Untergraph von Ὃ ὠȟὉ, wenn ὠᴂṖὠ 

und ὉᴂṖὉ gilt. 

 

Abbildung 15: Graph G und ein möglicher Untergraph G' 

Ὃ Ὃᴂ 
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Definition 3.2.3: Sei Ὃ ὠȟὉ. Eine Unterteilung einer Kante Ὡ όȟὺᶰὉ ist das 

Ersetzen dieser Kante durch zwei neue Kanten ὥ und ὦ, welche die beiden Ecken ό und ὺ der 

entfernten Kante Ὡ über eine neue Ecke ύᶱὠ verbindet. 

 

 

 

 

 

 

Ὄ heißt Unterteilungsgraph von Ὃ, wenn Ὄ durch eine endliche Reihe von Unterteilungen 

von Ὃ entsteht. 

 

Definition 3.2.4: Sei Ὃ ὠȟὉ. Das Zusammenziehen von zwei Kanten ὥ und ὦ, welche die 

beiden Ecken ό und ὺ über eine Ecke ύ verbinden, erzeugt eine neue Kante Ὡ όȟὺᶱὉ. 

Dabei wird der Knoten ύᶰὠ entfernt. 

Das Zusammenziehen von Ecken ist der umgekehrte Vorgang zur Unterteilung von Kanten. 

 

Lemma 3.2.5: Ist ein Graph Ὃ ὠȟὉ nicht planar so ist auch jede Unterteilung von ihm 

nicht planar (vgl. Aigner, 2015).  

 

Wichtig für die Planarität von Graphen sind der vollständige Graph ὑ und der vollständig 

bipartite Graph  ὑȟ. Diese werden in den nachfolgenden Abbildungen 18 und 19 

dargestellt.  

 

Definition 3.2.6: Ein Graph Ὃ ὠȟὉ heißt ὶ-partit, wenn es eine Partition von ὠ in ὶ Teile 

gibt für die gilt: Die beiden Knoten einer Kante aus Ὃ liegen immer in unterschiedlichen 

Partitionen. Weiters dürfen die Ecken aus der gleichen Partition nicht benachbart sein. 

Ein ς-partiter Graph wird auch bipartiter Graph genannt.   

Abbildung 17: neue Kanten a und b nach 
Unterteilung von e 

Abbildung 16: Kante e vor 
Unterteilung 
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Satz 3.2.7: ὑ und ὑȟ sind nicht planare Graphen (vgl. Aigner, 2015). 

Beweis ╚ ist nicht planar: Beweis durch Widerspruch unter Verwendung der eulerschen 

Polyederformel. 

Wir nehmen an, dass ὑ planar ist. Laut dem Satz von Euler gilt: Ὢ ς ά ὲ. Also gilt für 

den ὑ ÍÉÔ ρπ +ÁÎÔÅÎ ÕÎÄ υ %ÃËÅÎȡ Ὢ ς ρπ υ. Aus der Eulerformel ergibt sich Ὢ χȢ 

Für planare Graphen gilt weiters: Falls ὑ planar eingebettet ist, muss jede Facette von 

mindestens drei Kanten umrandet und jede Kante t von zwei Facetten begrenzt sein. Somit 

muss σὪ ςά gelten (Korollar 3.1.3). Mit  Ὢ χ ÕÎÄ ά ρπ ÇÉÌÔ für den ὑȡ 

σὪ ςά ᵾ ςρ ςπȢ  

Was ganz klar einen Widerspruch darstellt (vgl Vollmar, 2015). 

   

Der Beweis dafür, dass ὑȟ nicht planar ist wird ähnlich durchgeführt und bleibt dem Leser 

selbst überlassen. 

 

Wenn man zum Beispiel die Abbildungen 18 und 19 des ὑ und ὑȟ betrachtet, ist es 

vermeintlich offensichtlich, dass die beiden Graphen nicht planar sind. Um die eulersche 

Formel zu widerlegen, müsste ein einfaches Abzählen der Facetten bereits genügen. 

Betrachten wir mit diesem Gedanken doch einmal den ὑ: 

Abbildung 18: ὑȡ vollständiger Graph 
mit 5 Ecken 

Abbildung 19: ὑȟȡ vollständiger bipartiter 

Graph, der in 2 je 3-elementige Teilmengen 
aufgeteilt ist 



 
19 

 

 

 

 

 

  

 

Beide Graphen in Abbildung 20 zeigen den vollständigen Graphen ὑ. Laut Definition des 

vollständigen Graphen in Kapitel 2, müssen immer zwei Ecken miteinander benachbart sein. 

Bei beiden Abbildungen ist dies der Fall. Auch die Adjazenzmatrizen der beiden dargestellten 

Graphen sind ident. Die Anzahl der Knoten und Kanten, über die ein Graph definiert ist, 

verändern sich bei einer Verschiebung der Knoten nicht. Die Anzahl der Facetten allerdings 

schon. Es reicht also nicht aus, die Facetten bei einer gewählten Darstellung abzuzählen, um 

die Planarität zu beweisen oder zu widerlegen.   

Abbildung 20: zwei verschiedene Darstellungen des K4 
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3.3 Satz von Kuratowski 

Satz von Kuratowski 3.3.1: Ein Graph Ὃ ὠȟὉ ist genau dann planar, wenn er keinen 

Unterteilungsgraphen von ὑ ÏÄÅÒ ὑȟ enthält. 

Das heißt also, dass Unterteilungsgraphen von ὑ ÏÄÅÒ ὑȟ verbotene Untergraphen sind.  

 

Teilbeweis ͼᵼͼ: 

Diese Richtung wird durch einen indirekten Beweis geführt. Wir nehmen an, dass der Graph 

Ὃ ὠȟὉ eine Unterteilung Ὄ ÖÏÎ ὑ ÏÄÅÒ ὑȟ enthält. Wir wissen aus Satz 3.2.7 bereits, 

dass ὑ ÕÎÄ ὑȟ nicht planar sind. Daraus folgt mit dem Lemma 3.2.5, dass die Unterteilung 

Ὄ auch nicht planar ist. 

Ὃ enthält somit einen nicht planaren Graphen und ist demnach selbst nicht planar (vgl. 

Vollmer, 2015).  

 

Für die äußerst komplizierte und umfangreiche Rückrichtung müsste man für einen 

schlüssigen Beweis noch viel weiter ausholen und einige Begriffe definieren und Sätze 

darstellen. Da der Satz von Kuratowski nicht Hauptthema dieser Arbeit ist, wird der Beweis 

für die Rückrichtung weggelassen. Bei Interesse kann diese in der Literatur, zum Beispiel in 

Wagners Algorithmen für planare Graphen (2008), nachgelesen werden. 
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3.4 Anwendung des Satzes von Kuratowski 

Als Anwendungsbeispiel zeigen wir anhand des Satzes von 

Kuratowski, dass der Petersen Graph nicht planar ist. 

Der Petersen Graph ist nach einem dänischen Mathematiker 

benannt und ist durch 10 Knoten charakterisiert, welche alle 

den Grad 3 haben.  

 

 

Im ersten Schritt entfernen wir einen beliebigen Knoten und 

die mit ihm inzidierenden Kanten. In der Abbildung 22 wurde 

der Knoten E entfernt (vgl. Vollmer, 2015). 

 

 

Durch das Zusammenziehen einiger Kanten entsteht der 

folgende Graph aus Abbildung 23. Dafür werden die Knoten mit 

Grad zwei auf einen ihrer Nachbarn gezogen. Damit ist der 

vereinfachte Petersen Graph aus Abbildung 22 ein 

Unterteilungsgraph des zusammengezogenen, vereinfachten 

Petersen Graphs (vgl. Vollmer, 2015). 

 

Nach dem letzten Schritt fällt auf, dass alle verbleibenden 6 Knoten nun wieder von Grad 

drei sind. Bereits diese Eigenschaft, und mit Hinblick auf das Ziel, den ὑ ÏÄÅÒ ὑȟ zu finden, 

lässt vermuten, dass der Graph aus Abbildung 23 isomorph zum ὑȟ ist. Dies kann man 

mithilfe eines Vergleiches der beiden Adjazenzmatrizen nachgewiesen werden.  

Graphisch kann mit einer Verschiebung der Knoten die Darstellung des ὑȟ aus Abbildung 19 

erreicht werden (vgl. Vollmer, 2015).  

Demnach wurde gezeigt, dass der Petersen Graph einen Unterteilungsgraphen von ὑȟ 

enthält und folglich nicht planar ist.   

Abbildung 22: vereinfachter Petersen 
Graph 

Abbildung 23: vereinfachter, 
zusammengezogener Petersen 
Graph 

Abbildung 21: Petersen Graph 
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4 Graphenfärbungen 

Wie viele Farben benötigt man, um eine Landkarte einzufärben? Wie viele Aquarien benötigt 

ein Zoo, um unterschiedliche Fischarten unterzubringen, wobei sich nicht jeder Fisch mit 

jedem verträgt? Wie viele Spieltage benötigt man für ein Fußballmatch mit vier 

Mannschaften, bei dem jedes Team gegen jedes spielen soll, jedoch keines zweimal am 

selben Tag?  

Die Theorie der Graphenfärbung besitzt vielseitige Anwendungsmöglichkeiten in unserem 

Alltag. Darunter auch die Landkartenfärbung, welche im nächsten Kapitel behandelt wird. 

Bevor aber überhaupt über die Landkartenfärbung gesprochen werden kann, muss geklärt 

werden, was eine Graphenfärbung ist. Im Folgenden werden die Knoten-, Kanten- und die 

Listenfärbung graphentheoretisch formuliert. In diesem Zusammenhang fällt der Begriff der 

chromatischen Zahl. Die oben gestellten Fragen können alle als Färbungsproblem formuliert 

und infolgedessen auch gelöst werden. 

 

4.1 Knotenfärbung 

Definition 4.1.1: Sei Ὃ ὠȟὉ ein Graph und Ὓ eine endliche Menge. Eine Knotenfärbung 

eines Graphen Ὃ ist eine Abbildung ὪȡὠᴼὛ Ƴƛǘ Ὢὺ Ὢύ ŦǸǊ ŀƭƭŜ ὺȟύ ᶰὉȢ Die 

Elemente ίɴ Ὓ sind die zur Verfügung stehenden Farben. 

 

Je zwei benachbarte Knoten eines gefärbten Graphen haben somit nicht dieselbe Farbe. Die 

Knoten mit derselben Farbe bilden eine sogenannte Farbklasse. Jede Farbklasse ist eine 

Teilmenge der Knotenmenge. 

Es ist ein Leichtes, einen Graphen einzufärben, wenn man für jeden Knoten eine eigene 

Farbe zur Verfügung hat. Die Frage stellt sich jedoch nach der kleinsten Anzahl der Farben. 

Also nach einem minimalen Ὧɴ ᴓ, sodass der Graph Ὃ eine Ὧ-Färbung hat beziehungsweise 

Ὧ-färbbar ist. Ein Graph Ὃ ist Folge dessen Ὧ-färbbar, wenn eine Knotenfärbung Ὢȡὠ O

ρȟȣȟὯ mit Ὧ Farben existiert(vgl. Diestel, 2010). 
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Beispiel:  

Eine 3-(Knoten-)Färbung des Petersen Graphen ist eine 

Abbildung ὪȡὠᴼὛ ÍÉÔ ὠ ρȟςȟȣȟρπ ǳƴŘ Ὓ ρȟςȟσ. 

Im Bildbereich der Abbildungsfunktion werden die drei 

Farben rot, blau und grün als natürliche Zahlen ρȟςȟ ǳƴŘ σ 

dargestellt. 

 

Definition 4.1.2: Sei Ὃ ὠȟὉ so heißt 

…Ὃ ḧ ÍÉÎ
ᴓɴ
Ὃ ÉÓÔ ὯȤÆßÒÂÂÁÒ 

die chromatische Zahl von ὋȢ  

 

Nachdem die chromatische Zahl definiert wurde, stellt sich die Frage, ob und wie man diese 

bestimmen kann. Außerdem betrachten wir, wie man sie in Verhältnis zu anderen bereits 

bekannten Werten, wie zum Beispiel dem Grad eines Graphen setzen kann? 

Für die chromatische Zahl lässt sich weiters folgende Abschätzung angeben: 

 

Satz 4.1.3: Für jeden Graphen Ὃ mit ȿὉȿ ά, gilt: 

…Ὃ ςά   

(Diestel, 2010, S.130). 

Beweis: 

Sei Ὢ eine Knotenfärbung von Ὃ Ƴƛǘ Ὧ …Ὃ CŀǊōŜƴȢ Ὃ hat zwischen zwei Farbklassen 

Ὢ Ὥ mindestens eine Kante. Ansonsten könnte man beide Klassen gleich einfärben. Damit 

gilt auch schon die Ungleichung ά ὯὯ ρ, welche nach Ὧ aufgelöst, die angeführte 

Behauptung ist (vgl. Diestel, 2010).  

Abbildung 24: Knotenfärbung des 
Petersen Graphen 
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Im Jahr 1941 veröffentlichte Brooks in diesem Zusammenhang einen oft und viel zitierten 

Satz: 

 

Satz von Brooks 4.1.4: Sei Ὃ ein zusammenhängender Graph. Ist dieser Graph weder 

vollständig noch ein Kreis mit ungerader Länge, so gilt: …Ὃ ЎὋȢ 

Beweis: Geführt wird ein indirekter Beweis. Für ɝὋ ρ ist Ὃ ein ὑ, also hier 

ausgeschlossen. Für ɝὋ ς ist Ὃ ein Baum oder ein Kreis gerader Länge und es gilt 

…Ὃ ς. Sei desswegen ЎὋ σȢ 

Annahme: Es gibt einen Graphen Ὃ ὠȟὉȟ der die Bedingungen des Satzes von Brooks 

erfüllt und …Ὃ ЎὋ gilt. Wir nehmen weiters an, dass der Graph eine minimale Anzahl 

von Ecken besitzt.  

Entfernen wir eine beliebige Ecke ὼɴ ὠ, so erhalten wir einen Graphen Ὃ Ὃ͵ὼȟ welcher 

mit ίḧЎὋ Farben färbbar ist. In jeder ЎὋ-Färbung des Graphen Ὃᴂ ist es notwendig, 

alle ί Farben für die Ecken ὼȟὼȟȣȟὼ, welche in Ὃ mit ὺ benachbart sind, zu verwenden. 

Ansonsten könnte der Graph Ὃ mit ί Farben gefärbt werden. Wir können ί ὸ annehmen 

und betrachten die Ecken ὼȟὼȟȣȟὼ mit einer entsprechenden Färbung mit 

unterschiedlichen Farben ρȟςȟȣȟί.  

Angenommen der Graph Ὃᴂ wurde wie beschrieben gefärbt, dann gilt: 

1. Die Ecken ὼ und  ὼ mit ὭȟὮ ρȟςȟȣȟί ǳƴŘ Ὥ Ὦ, sind im gleichen Baum ὅ  eines 

Untergraphen ὄ , welcher durch die Ὥ und Ὦ gefärbten Ecken erzeugt wird. Anderenfalls 

würden die abwechselnd mit Ὥ und Ὦ gefärbten Ecken im Baum, welcher die Ecke ὼ 

enthält, eine Färbung des Graphen Ὃᴂ hervorrufen, in der die Ecken ὼ und ὼ mit 

derselben Farbe gefärbt sind. Dies ist, wie oben gezeigt, nicht möglich. 

Der zusammenhängende Untergraph ὅ  des Graphen Ὃᴂ beinhaltet die mit Ὥ gefärbte Ecke 

ὼ und wird durch die mit Ὥ und Ὦ gefärbten Ecken erzeugt. Laut Punkt 1. ist die mit Ὦ gefärbte 

Ecke ὼ ebenfalls in ὅ  enthalten. 
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2. ὅ  ist eine Kette, bei der jede Ecke nur einmal durchlaufen wird. Die Ecke ὼᶰὋᴂ grenzt 

an genau eine, mit der Farbe Ὦ gefärbte Ecke. Anderenfalls könnte ὼ durch eine von Ὥ 

verschiedene Farbe umgefärbt werden, was jedoch im Widerspruch zur 

vorgeschriebenen Färbung ς die Ecken ὼȟὼȟȣȟὼ werden mit unterschiedlichen 

Farben gefärbt ς wäre.  

Im Untergraphen ὅ  sind alle Ecken, ausgenommen ὼ und ὼȟ von Grad 2. Andernfalls 

könnte man sich von ὼ zu ὼ bewegen und die erste Ecke mit einem Grad größer als 2, 

in eine andere Farbe als Ὥ oder Ὦ umfärben. Somit wären jedoch ὼ und ὼ in 

unterschiedlichen Bäumen, was wiederum ein Widerspruch zu Punkt 1. wäre. 

3. Die Ketten ὅ  und ὅ  mit ὭȟὮȟὯ ρȟςȟȣȟί und Ὥ Ὦ Ὧ Ὥ im Graphen Ὃᴂ haben, 

abgesehen von ὼȟ keine gemeinsame Ecke. Andernfalls müsste die gemeinsame Ecke in 

eine von ὭȟὮ ǳƴŘ Ὧ verschiedene Farbe umgefärbt werden. Damit erhalten wir jedoch 

eine Färbung, bei der die Ecken ὼ undὼ nicht durch eine 2-gefärbte Kette, in der Form 

von ὅ  verbunden sind. Was jedoch zu Punkt 1. Im Widerspruch steht.  

Da der Graph Ὃ nach Voraussetzung keinen vollständigen Graphen enthält, können wir 

davon ausgehen, dass die Ecken ὼ und ὼ nicht benachbart sind. Dann beinhaltet die Kette 

ὅ  eine Ecke ώ, welche mit ὼ benachbart ist, und es gilt ώ ὼȢ In der Kette ὅ , welche 

existiert, da nach Voraussetzung ЎὋ σ gilt, können wir alle mit 1 gefärbten Ecken mit 

der Farbe 3 und auch umgekehrt umfärben. Daraus resultiert jedoch, dass die Ketten ὅ  

und ὅ  eine gemeinsame Ecke ώ ὼ haben, dies steht zu Punkt 3. im Widerspruch. 

(vgl. Melnikov, 1969)  

 

Nachdem die Knotenfärbung definiert wurde, stellen wir uns die Frage, wie kann ein Graph 

am besten eingefärbt werden? Gibt es dafür ein passendes Rezept/einen Algorithmus der 

immer funktioniert? Eine mögliche Herangehensweise, um einen Graphen zu färben bietet 

der Greedy-Algorithmus (vgl. Diestel, 2010): 
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Greedy-Algorithmus 4.1.5:  

¶ Die Knoten eines Graphen Ὃ werden nummeriert ὺȟȣȟὺȢ 

¶ Färbe den Knoten ὺ mit der Farbe 1. 

¶ Seien nun die Knoten ὺȟȣȟὺ  Ƴƛǘ Ὥ ὲ gefärbt. 

¶ Im Ὥ-ten Schritt färbt man den Knoten ὺ mit der kleinst-möglichen Farbe Ὢὺ ᶰᴓ. 

Also mit der kleinsten Farbe, welche kein Nachbar ὺ  Ǿƻƴ ὺ Ƴƛǘ Ὦ Ὥ bereits trägt. 

 

Eine grobe Abschätzung erhält man durch die Annahme des schlimmsten Falles, dem Fall, wo 

jeder Knoten eine andere Farbe benötigt. 

 

Lemma 4.1.6: Es gilt: 

…Ὃ ȿὠȿȢ 

 

Betrachtet man einen Knoten ὺɴ ὠ mit dem Grad Ὠὺ ὲ so kann schlimmstenfalls jeder 

Nachbar eine andere Farbe haben. Dann benötigt man für den Knoten ὺ ŘƛŜ ὲ ρπǘŜ CŀǊōŜ 

und es gilt nachfolgender Satz: 

 

Satz 4.1.7: Wenn alle Knoten eines Graphen Ὃ ὠȟὉ den Grad ὲ haben, so braucht man 

höchstens ὲ ρ Farben, um den Graphen einzufärben: 

…Ὃ ɝὋ ρ 

(vgl. Hußmann, 2015). 

 

Der Greedy-Algorithmus bekam seinen Namen durch das englische Wort für gierig (greedy), 

denn er macht nichts anderes, als gierig Knoten für Knoten, in welcher Reihenfolge auch 

immer sie in der Liste stehen, einzufärben. Dieser Algorithmus nimmt einfach den 

nächstbesten Knoten und man hofft dabei auf ein gutes Ergebnis.Garantieren kann man dies 
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jedoch nicht. Im Allgemeinen bietet er nur eine lokale Entscheidungshilfe. Da nicht immer 

das optimale Ziel erreƛŎƘǘ ǿƛǊŘ ƳǸǎǎǘŜ Ŝǎ ŜƛƎŜƴǘƭƛŎƘ αDǊŜŜŘȅ-IŜǳǊƛǎǘƛƪά heißen 

(vgl.Hußmann, 2015). 

 

Definition 4.1.8: Sei Ὃ ὠȟὉ ein Graph mit der Knotenmenge ὠ ὺȟȣȟὺ . Den Grad 

eines Knoten ὺ Ƴƛǘ Ὥ ὲ nach der Entfernung aller weiteren Knoten ὺ  bis ὺ, bezeichnet 

man als den Restgrad des Knoten ὺ im Restgraphen Ὃ Ὃὺȟȣȟὺ  und man schreibt 

Ὠ ὺ .  

Ὃ ist also ein Teilgraph von Ὃ, wenn man von Ὃ nur noch die Knoten ὺ ōƛǎ ὺ mit ihren 

induzierten Kanten übrig lässt. Somit kann der Restgrad eines Knoten in Ὃ kleiner werden 

als er im ursprünglichen Graphen Ὃ war, und es gilt: 

Ὠ ὺ Ὠὺ  

(vgl. Hußmann, 2015). 

 

Ist der Graph Ὃ vollständig, oder besitzt einen Kreis mit ungerader Länge, so ist eine 

ɝὋ ρ Färbung, wie sie nach dem Greedy-Algorithmus entsteht, sogar bestmöglich. Im 

Allgemeinen ist diese Abschätzung des Algorithmus, wie oben schon erwähnt, jedoch zu 

grob. Wenn man den Knoten ὺ färbt, dann reicht bereits ein Farbenvorrat von Ὠ ὺ ρ 

Farben aus, da die Nachbarn ὺ  Ǿƻƴ ὺ Ƴƛǘ Ὦ Ὥ vom Greedy-Algoithmus nicht berücksichtigt 

werden (vgl. Diestel, 2010). 

¦Ƴ Ŝƛƴ Ŝǘǿŀǎ αzuverläsǎƛƎŜǊŜǎά Verfahren zu gestalten, wird die Problematik des 

Graphenfärbens nun von hinten betrachtet. Welcher Knoten sollte am besten als Letzter 

eingefärbt werden? Nach mehreren Überlegungen wäre es klug, den Knoten mit dem 

kleinsten Grad als Letztes einzufärben, da man so das Risiko einer unnötigen zusätzlichen 

Farbe minimiert. Diese Herangehensweise beschreibt die nachfolgende Heuristik. 
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Small-Last-Heuristik 4.1.9: Eingegeben wird ein Graph Ὃ ὠȟὉȢ 

1. Der Knoten mit dem kleinsten Grad wird aus dem Graphen entfernt. 

2. Schritt 1 wird solange wiederholt, bis der Graph Ὃ vollständig abgebaut ist. 

3. Die Knoten werden in umgekehrter Reihenfolge mit dem Greedy-Algorithmus 

gefärbt. 

Diese Heuristik gibt eine Färbung mit höchstens ÍÁØὨ ὺ ρ Farben aus. Ὃ sind hierbei 

die Teilgraphen in der gewählten Reihenfolge der Knoten. Demnach erhält man für den 

Graphen Ὃ mit der Färbungsreihenfolge ὺȟȣȟὺ eine neue Obergrenze für die 

chromatische Zahl: 

…Ὃ ÍÁØὨ ὺ ρ 

(vgl. Hußmann, 2015). 

 

Diese Abschätzung der chromatischen Zahl ist schon etwas besser als beim Algorithmus 

4.1.5, aber auch die Heuristik 4.1.9 liefert nicht generell die minimalste chromatische Zahl. 

Auch gibt es immer wieder Graphen, bei denen dieses Verfahren komplett versagen kann. 

Wie könnte man die Heuristik noch verbessern? 

Ein Schwachpunkt der Small-Last-Heuristik ist, dass die Reihenfolge der Färbung bereits von 

Anfang an festgelegt wird. Es könnte sich doch während der Färbung eine optimalere 

Reihenfolge finden lassen. Genau das macht die nachfolgende Heuristik. Diese nennt man 

Saturation-Largest-First-Heuristik oder auch Brelaz-Algorithmus. Sie bestimmt die 

Reihenfolge, in der die Kanten gefärbt werden erst im Laufe der Färbung, also dynamisch. 

5ŜǊ bŀƳŜ αSaturationά ς Ȋǳ 5ŜǳǘǎŎƘ α{ŅǘǘƛƎǳƴƎά ς ruht daher, dass der Knoten mit der 

höchsten Anzahl an bereits gefärbten Nachbarn bevorzugt wird. 
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Saturation-Largest-First-Heuristik 4.1.10: Eingegeben wird ein Graph Ὃ ὠȟὉ und eine 

vorher festgelegte, jedoch beliebige Knotenreihenfolge. 

1. Unter den ungefärbten Knoten wird derjenige Ausgewählt, welcher die höchste 

Anzahl von bereits gefärbten Nachbarn hat. 

2. Dieser Knoten wird mit der kleinsten, noch zur Verfügung stehenden Nummer 

eingefärbt. 

3. Punkt 1 und 2 wird solange wiederholt, bis der Graph Ὃ vollständig eingefärbt ist.  

Ausgegeben wird eine Färbung des Graphen Ὃ mit höchstens ɝὋ ρ Farben (vgl. 

Hußmann, 2015).  

 

Es gibt noch weitere Heuristiken, welche die intelligenten Färbemethoden von Graphen 

beschreiben. Darunter auch welche, die auf besondere Eigenschaften von Graphen ausgelegt 

ǎƛƴŘΦ !ōŜǊ ŀǳŎƘ ŘƛŜǎŜ ǎƛƴŘ αnurά Heuristiken, welche nicht immer die minimalste 

chromatische Zahl liefern, jedoch ofǘ Ŝƛƴ αƎǳǘŜǎά Ergebnis bieten. Immer sollte jedoch klar 

sein, dass es Graphen gibt, bei denen die gewählte Heuristik auch grundlegend versagen 

kann. Wenn jedoch wirklich nach der tatsächlichen chromatischen Zahl gefragt wird, könnte 

ein absolut sicherer Algorithmus angewendet werden: 

 

Greedy-Enumeration-Algorithmus 4.1.11: Eingegeben wird ein Graph Ὃ ὠȟὉȢ 

1. Der Greedy-Algorithmus wird in jeder möglichen Knotenreihenfolge durchgeführt. 

2. Ausgewählt wird die Färbung mit der geringsten chromatischen Zahl. 

Ausgegeben wird hier eine Färbung mit der chromatischer Zahl. Somit wird das optimale 

Ergebnis erzielt (vgl.Hußmann, 2015). 

 

Warum kann der Algorithmus 4.1.11 nicht immer verwendet werden, wenn damit die beste 

Lösung erzielt wird? Die Problematik stellt die sehr große Zahl an verschiedenen 

Knotenreihenfolgen. Bei einem Graph Ὃ ὠȟὉ Ƴƛǘ ŘŜǊ hǊŘƴǳƴƎ ȿὋȿ ὲ gibt es ὲȦ 

verschiedene Möglichkeiten der Knotenreihenfolge. Der Greedy-Algorithmus muss 
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deswegen ὲȦ-mal durchgeführt werden, um auf die beste Lösung zu kommen. Bei einem 

Graphen mit 10 Knoten wären das 3.628.800 Durchläufe. Mit lediglich 5 Knoten mehr, also 

einem Graphen mit 15 Knoten, wären das bereits 1,3076744 Ͻ 1012 verschiedenen 

Anordnungen und Ausführungen. 

Ein Computer, welcher pro Sekunde 1000 Arbeitsschritte durchführen kann, braucht für 

einen Graphen mit 10 Knoten eine Stunde und für einen Graphen mit 15 Knoten bereits 41 

Jahre. Obwohl der Algorithmus 4.1.11 immer zielführend ist, verliert er durch seine 

kombinatorische Explosion an allgemeiner Durchführbarkeit. 

Das Problem, keinen geeigneten Algorithmus zu finden, welcher garantiert jeden Graphen 

mit der kleinsten Anzahl an Farben färbt, liegt leider nicht an dem gewählten Verfahren. Das 

Färbungsproblem fällt unter die ǎƻƎŜƴŀƴƴǘŜƴ αNP-vollständigen Problemeά und es gibt nach 

heutigem Wissensstand kein sichereres und schnelleres Verfahren. Demnach müssen wir uns 

leider mit Heuristiken begnügen (vgl. Hußmann, 2015). 

 

Stellt sich die Frage jedoch nicht nach der chromatischen Zahl, sondern danach, ob der 

Graph ά-färbbar ist, so kann man auf folgenden Algorithmus zurückgreifen: 

 

Backtracking-Algorithmus 4.1.12: Eingegeben wird ein Graph Ὃ ὠȟὉ und eine maximale 

Farbenzahl άȢ 

1. Die Knoten werden beginnend mit dem Knoten ὺ durchnummeriert. 

2. Dem Knoten ὺ wird die kleinstmögliche Farbe zugewiesen (Die Farben von ρ ά 

werden durchprobiert und die kleinste gültige wird gewählt). 

3. Kann keine gültige Farbe mehr gefunden werden, so gibt es zwei Fälle: 

a. Steht der Algorithmus beim Knoten ὺ so endet das Verfahren und es existiert 

keine ά-Färbung. 

b. Ansonsten geht man einen Knoten zurück, kennzeichnet die dafür gewählte 

Farbe als nicht Erfolg bringend und versucht eine neue. 

4. Ist der Knoten der letzte, so endet der Algorithmus mit einer ά-Färbung, sonst geht 

man wieder zu Schritt 2. 
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Ausgegeben wird hierbei eine ά-Färbung des Graphen Ὃ, oder die Meldung, dass eine 

solche Färbung nicht existiert.  

Bei einer geschätzten oder frei angenommenen chromatischen Zahl, kann mit dem 

Backtracking-Algorithmus immer eine Färbung gefunden werden, sofern diese existiert. 

Jedoch kann auch dieses Verfahren sehr lange dauern (vgl. Hußmann, 2015). 

 

Unter anderem wurde in diesem Abschnitt mit Satz 4.1.7 gezeigt, dass ein Graph Ὃ mit einer 

hohen chromatischen Zahl auch einen hohen Maximalgrad aufweist, also mindestens 

…Ὃ ρȢ Nun könnte man sich die Frage stellen, ob man für eine hohe chromatische Zahl 

eine gewisse Struktur des Graphen voraussetzten kann, oder ob - ähnlich wie beim Satz von 

Kuratowski - ein Teilgraph mit einer genügend hohen chromatischen Zahl auftreten muss. 

Jedoch zeigte Paul Erdǃs 1959, dass eine hohe chromatische Zahl lediglich als ein globales 

Phänomen auftreten kann. Was genau eine hohe chromatische Zahl hervorruft, bleibt ein 

Rätsel (vgl. Diestel, 2010). 

 

Kommen wir jetzt aber wieder zu einer kleinen chromatischen Zahl. Betrachtet man den 2-

gefärbten Graphen in Abbildung 25, so kann man erkennen, dass sich die beiden Farben rot 

und blau immer abwechseln. Möchte man die beiden verschieden gefärbten Knoten 

sortieren, so kann man ohne Beschränkung der Allgemeinheit die blaue Farbklasse nach links 

und die Rote nach rechts verschieben. Somit erhält man einen Graphen mit zwei Parteien. 

Dabei ist ein Knoten der einen Farbklasse nie mit einem Knoten aus der eigenen verbunden, 

sondern immer nur mit einem aus der anderen Farbklasse. Dadurch erhalten wir einen 

bipartiten Graphen.  

 
Abbildung 25: 2-gefärbter bipartiter Graph 

 O  O



 
32 

 

Folgerung: Jeder bipartite Graph ist 2-färbbar. 

 

Das gilt natürlich auch für vollständig bipartite Graphen. 

 

 

 

 

 

Dieselbe Überlegung kann man auch auf tripartite Graphen und in Folge dessen auch auf Ὧ-

partite Graphen anwenden. 

Wie sieht es eigentlich mit vollständigen Graphen ὑ , oder mit Kreisen ὅaus? 

Um einen vollständigen Graphen ὑ  zu färben, benötigt man offensichtlich ὲ Farben, da 

jeder Knoten mit den anderen ὲ ρ Knoten benachbart ist. Wie färbt man einen Kreis ὅ 

der Länge Ὧ? Unter der Voraussetzung, dass jeder Knoten abwechselnd gefärbt werden 

muss, kommt man bei einem Kreis mit gerader Länge auf zwei verschiedene Farben und bei 

einem Kreis mit ungerader Länge auf drei Farben. 

 

Satz 4.1.14: 

1. Die chromatische Zahl eines Ὧ-partiten Graph ist ὯȢ 

2. Für einen vollständigen Graph ὑ  gilt: …ὑ ὲȢ 

3. Für einen Kreis ὅ gilt: 

a. …ὅ ς falls Ὧ ς gerade ist. 

b. …ὅ σ falls Ὧ σ ungerade ist. 

 

  

Abbildung 26: 2-gefärbte vollständige bipartite Graphen K3,3 und K3,2 

ὑȟ ὑȟ 
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4.2 Kantenfärbung 

Definition 4.2.1: Sei Ὃ ὠȟὉ ein Graph und Ὓ eine endliche Menge. Eine Kantenfärbung 

von Ὃ ist eine Abbildung ὬȡὉᴼὛ Ƴƛǘ ὬὩ ὬὪ ŦǸǊ ōŜƴŀŎƘōŀǊǘŜ YŀƴǘŜƴ ὩȟὪᶰὉȢ Auch 

hier sind die Elemente   ίɴ Ὓ die zur Verfügung stehenden Farben.  

 

Abbildung 27: Kantenfärbung des Petersen Graphen 

 

Zwei benachbarte Kanten haben somit nie dieselbe Farbe. So wie bereits bei der 

Knotenfärbung, stellt sich auch bei der Kantenfärbung die Frage nach der kleinsten Anzahl 

von Farben. 

 

Definition 4.2.2: Sei Ὃ ὠȟὉȟ das kleinste Ὧᶰᴓ für das die Kantenfärbung 

ὬȡὉᴼ ρȟȣȟὯ  existiert, nennt man den chromatischen Index oder auch 

kantenchromatische Zahl. Dieses Ὧ wird mit …ᴂὋ bezeichnet.  

 

Definition 4.2.3: Sei Ὃ ὠȟὉ ein Graph. Der Kantengraph ὒὋ von Ὃ ist der Graph auf Ὁ, 

in dem ὼȟώᶰὉ genau dann als Knoten in ὒὋ  benachbart sind, wenn sie als Kanten in Ὃ 

benachbart sind.  

 

 

 

 

Ὃ ὒὋ  

Abbildung 28: Graph G und sein zugehöriger Kantengraph L(G) 
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Bemerkung: Jede Kantenfärbung von Ὃ ist eine Knotenfärbung des Kantengraphen ὒὋȢ  

 

Folgerung: Aus diesem Verhältnis ergibt sich … Ὃ …ὒὋ Ȣ 

Anders ausgedrückt lässt sich die Bestimmung des chromatischen Index als Spezialfall der 

Bestimmung der chromatischen Zahl erkennen.  

 

Für jeden Graphen Ὃ gilt offensichtlich die Ungleichung ЎὋ … Ὃ. Für bipartite 

Graphen gilt, laut dem 1916 veröffentlichten Satz von König, sogar die Gleichheit des 

chromatischen Index und des Maximalgrades (vgl. Diestel, 2010). 

 

Satz von König 4.2.4: Für jeden bipartiten Graphen Ὃ Ǝƛƭǘ … Ὃ ЎὋ. 

Beweis: Dieser Beweis wird mittels einer Induktion über ȿὉȿ geführt. Der Fall ȿὉȿ ρ ist klar. 

Sei Ὃ ὠȟὉ ein Graph mit ɝὋ Ὧ ρ ǳƴŘ Ὡ όȟὺᶰὉ eine beliebe Kante des 

Graphen Ὃ. Per Induktion hat Ὃ͵Ὡ eine Kantenfärbung mit Ὧ ρ Farben. Der Grad 

Ὠὺ ǳƴŘ Ὠό in Ὃ͵Ὡ ist höchstens Ὧ ρȢ Daher fehlt mindestens eine Farbe Ὥ unter den zu 

ό inzidenten Kanten und mindestens eine Farbe Ὦ unter den zu ὺ inzidenten Kanten. Gilt Ὥ

Ὦ, so kann die Kante Ὡ mit der Farbe Ὥ gefärbt werden und die Behauptung ist bewiesen. 

Andernfalls sei nun Ὄ der Graph, welcher aus den Knoten und Kanten besteht, die mit 

Ὥ  ƻŘŜǊ Ὦ eingefärbt sind. Dann ist ЎὌ ς und der Grad Ὠό in Ὄ ist höchstens eins. 

Betrachte einen maximalen Kantenzug ὖ ƛƴ Ὄȟ ×ÅÌÃÈÅÒ ÉÎ  ό startet. Da ЎὌ ς  gilt, ist ὖ 

ein Weg. Da die Farben entlang ὖ alternieren und ὖ in ό startet, kann der Endpunkt nicht ὺ 

sein. Ansonsten wäre die letzte Kante in ὖ anders gefärbt als die erste, ὖ hätte eine gerade 

Länge und würde so mit der Kante Ὡ einen ungeraden Kreis bilden. 

Jetzt wird die Farbe Ὥ und Ὦ entlang von ὖ vertauscht und schon kann die Kante Ὡ mit der 

Farbe Ὦ gefärbt werden (vgl. Schrader, 2008).  
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Lemma 4.2.5: Sei όᶰὠ, sodass ό und alle seine Nachbarn höchstens den Grad Ὧ haben und 

maximal ein Nachbar von ό genau den Grad Ὧ hat. Dann gilt: 

Ὃ͵ό ƛǎǘ ὯπƪŀƴǘŜƴŦŅǊōƛƎ ᵼὋ ƛǎǘ ὯπƪŀƴǘŜƴŦŅǊōƛƎ. 

Beweis: Dieser Beweis wird mit Induktion über Ὧ geführt (vgl. Schrader, 2008): 

Für Ὧ ρ gilt die Aussage trivialerweise.  

Für den allgemeinen Fall kann man annehmen, dass genau ein Nachbar von ό Grad Ὧ hat 

und alle anderen Nachbarn Grad Ὧ ρ haben. Sicherstellen kann man diese Annahmen, 

indem man neue Knoten hinzufügt, die geeignet mit den Nachbarn verbunden werden. 

Sei Ὃ͵ό Ὧ-kantengefärbt. Sei weiters ὡ  die Menge der Nachbarn von ό, bei deren 

inzidenten Kanten die Farbe Ὥ fehlt, mit ρ Ὥ Ὧ. Man wähle die Färbung so, dass die 

Summe В ȿὡȿό minimal ist. Nun unterscheidet man zwischen zwei Fällen: 

Fall 1: ȿὡȿ ρ für alle Ὥ ρȟȣȟὯ 

Bei den inzidenten Kanten eines Nachbarn fehlt genau eine Farbe, und bei allen anderen 

Nachbarn fehlen genau zwei Farben. Deswegen scheint dieser eine Nachbar in einem ὡ  auf 

und alle anderen in zwei. Es gilt also В ȿὡȿ ς Ὠό ρ ςὯ und es existieren Indizes 

Ὥ ǳƴŘ Ὦ Ƴƛǘ ȿὡȿ ς ǳƴŘ ȿὡȿ ungerade. Demnach gilt  ȿὡȿ π ÕÎÄ ȿὡȿ σ.  

Sei Ὄ  der von den mit Ὥ ǳƴŘ Ὦ gefärbten Kanten induzierter Teilgraph und sei ὖ ein Pfad, der 

in einem Knoten von ὡ  startet. Vertauscht man entlang ὖ die Färbung, wird ȿὡȿ ȿὡȿό 

weniger, was jedoch ein Widerspruch zur gewählten Färbung ist. 

Fall 2: ɱ  Ŝƛƴ LƴŘŜȄ Ὥȡȿὡȿ ρȢ 

Annahme: Ὥ Ὧ ÕÎÄ ὡ ὺ 

Sei Ὃᴂ ein Teilgraph von ὋȢ  Ὃ Ὃ ohne die Kante όȟὺ und alle mit Ὧ gefärbten Kanten. 

Dann gilt ist Ὃᴂ͵ό mit Ὧ ρ Farben kantengefärbt. Ebenfalls gilt, dass ό und all seine 

Nachbarn in Ὃ maximal den Grad Ὧ ρ haben und höchstens ein Nachbar hat genau den 

Grad Ὧ ρ. 

Per Induktion ist dann der Teilgraph Ὃ Ὧ ρ-kantengefärbt. Die mit Ὧ gefärbten Kanten 

werden wieder zum Graphen hinzugefügt und die Kante όȟὺ mit der Farbe Ὧ eingefärbt. 

Somit erhält man eine Ὧ-Färbung des Graphen ὋȢ 
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Während es für …Ὃ nur grobe Schätzungen gibt, nimmt …ᴂὋ immer einen von zwei 

Werten an. Es gilt der nachfolgende Satz von Vizing. 

 

Satz von Vizing 4.2.6: Sei Ὃ ὠȟὉ ein Graph, …ᴂὋ der chromatische Index von Ὃ und 

ɝὋ der Maximalgrad von Ὃ so gilt: 

ЎὋ … Ὃ ЎὋ ρȢ 

Beweis: Da die erste Ungleichung trivial ist, wird in diesem Beweis nur die zweite gezeigt. 

Dafür wird eine Induktion über ȿὉȿ durchgeführt. 

Für ȿὉȿ ρ stimmt die Ungleichung. Sei Ὃ ὠȟὉ ein Graph mit ȿὉȿ ρ und όᶰὠ ein 

beliebiger Knoten. Dann ist Ὃ͵ό per Induktion mit ЎὋ ρ Farben färbbar, und der Knoten 

ό erfüllt die Voraussetzung des Lemmas 4.2.5 mit Ὧ ЎὋ ρ. Nach Lemma 4.2.5 ist 

damit auch der Graph Ὃ ЎὋ ρ-färbbar (vgl. Schrader, 2008). 

  

 

Der Satz von Vizing teilt Graphen bezüglich ihres chromatischen Index in zwei Klassen ein. Als 

Graphen der 1. Klasse werden Graphen bezeichnet für die … Ὃ ЎὋ gilt. Graphen mit 

… Ὃ ЎὋ ρ werden als Graphen 2. Klasse eingeteilt (vgl. Diestel, 2010). 
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4.3 Listenfärbung 

Die Listenfärbung ist eine Verallgemeinerung der bisher besprochenen Färbungen. Hat man 

bei der Färbung der Knoten nicht die freie Farbwahl, sondern muss diese aus einer bereits 

existierenden Liste, aus für diesen Knoten zugelassenen Farben wählen, so kann man fragen 

ob der Graph Ὃ eine Knotenfärbung mit der zugehörigen Liste besitzt.  

 

Definition 4.3.1: Für jeden Knoten ὺᶰὠ des Graphen Ὃ ὠȟὉ sei Ὓὺ die Menge von 

erlaubten Farben für ὺ. Eine Listenfärbung ist eine Abbildung Ὢȡὠᴼẕ Ὓὺᶰ  mit 

ὪὺᶰὛὺ ŦǸǊ ŀƭƭŜ ὺᶰὠ. 

So wie bei den Färbungen davor, stellt sich auch bei der Listenfärbung die Frage nach der 

kleinsten natürlichen Zahl Ὧȟ für die eine gültige Ὧ-Listenfärbung existiert. 

 

Definition 4.3.2: Die kleinste Zahl Ὧ, sodass für jede Auswahl von Farbmengen Ὓὺ Ƴƛǘ 

ȿὛὺȿ Ὧ der Graph Ὃ Ὧ-listenfärbbar ist, nennt man listenchromatische Zahl und man 

schreibt …ὋȢ 

 

Für die listenchromatische Zahl gilt immer die Ungleichung  

…Ὃ ȿὋȿȢ 

Sind alle Listen identisch, das heißt gilt Ὓὺ Ὓό ÆİÒ ÁÌÌÅ όȟὺᶰὠȟ so entspricht die 

Listenfärbung dem gewohnten und bereits beschriebenen Färbungsproblem.  

 

Folgerung: Demnach gilt offensichtlich …Ὃ …Ὃ  (vgl. Krumke, 2012).  
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Beispiel:  

Der ὑȟ ist 2-knotenfärbbar mit den Farben 1 (hier grün) und 2 (hier rot). Somit gilt: 

…ὑȟ ς. 

 

Abbildung 29: knotengefärbter K2,4 

 

Jedoch ist dieser vollständig bipartite Graph mit den Farben 1, 2, 3 und 4 nicht 2-

listenfärbbar. In der Abbildung 30 geben die Tupel die zur Verfügung stehenden Farben an. 

Für den Graphen gilt: …ὑȟ ς . 

 

Abbildung 30: Versuch eines 2-listengefärbten K2,4 

 

Versucht man die in Abbildung 30 angegebene Listenfärbung umzusetzen, kommt man 

immer auf eine ungültige Färbung. Dieser Graph ist nicht 2-listenfärbbar obwohl sogar 4 

Farben zur Verfügung stehen. Ganz leicht lässt sich jedoch eine 3-Listenfärbung für den  ὑȟ 

finden und es gilt:  …ὑȟ σȢ 

ς 

ρ 

ρ 

ρ 

ρ 

ς 

σȟτ 

ςȟτ 

ςȟσ 

ρȟτ 

ρȟσ 

ρȟς 
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Eine obere Schranke für die listenchromatische Zahl bietet die Listenversion des 5-Farben-

Satzes: 

 

Satz von Thomassen 4.3.3: Jeder ebene Graph ist 5-listenfärbbar. 

Der Beweis zu diesem Satz wird erst in Kapitel 5.3 geführt.  

Ebenso kann man die Kantenfärbung aus einer vorgegebenen Liste ident definieren. Auch 

hier stellt sich wieder die Frage nach der kleinsten Zahl Ὧȟ für welche die Kanten des Graphen 

Ὃ aus Listen von jeweils Ὧ vorgegebenen Zahlen kantenfärbbar ist. In diesem Fall nennt man 

diese Zahl Ὧ den listenchromatischen Index von Ὃ und man schreibt … Ὃ . 

So wie die Folgerung nach der Definition 4.2.2 zeigt, dass stets … Ὃ …ὒὋ  gilt, so gilt 

hinsichtlich der Listenfärbung … Ὃ … ὒὋ Ȣ 

Sind alle Listen ident, so entspricht die Kantenfärbung nach Listen dem in Kapitel 4.2 

beschriebenen Kantenfärbungsproblem, und wir können auch für diese Färbung folgern: 

 

Folgerung: Für alle Graphen Ὃ gilt: … Ὃ … Ὃ  (vgl. Diestel, 2010). 

 

Die Frage über einen weiteren Zusammenhang stellt die Listenfärbungsvermutung. Wie der 

Name bereits sagt, ist über folgenden Zusammenhang noch sehr wenig bekannt. Allerdings 

ist die Graphentheorie ein sehr neues Gebiet der Mathematik und noch vor einigen 

Jahrzehnten waren auch andere Probleme daraus unlösbar, für welche es heute eine Lösung 

gibt. Vielleicht gibt es in den nächsten Jahren auch präzise Aussagen über die Validität der 

vielleicht bedeutendsten Vermutung in diesem Bereich der Graphentheorie:  

Listenfärbungsvermutung: Für jeden Kantengraphen Ὄ gilt: 

…Ὄ …Ὄ  

(vgl. Aigner, 2010). 
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Die Validität der Listenfärbungsvermutung (LCC ς list coloring conjecture) für allgemeine 

Graphen ist noch nicht gegeben. Jedoch existiert eine bereits für gültig erklärte Aussage 

bezüglich bipartiten Graphen. 

 

Satz 4.3.4: Sei Ὄ der Kantengraph eines bipartiten Graphen, so gilt immer: 

…Ὄ …Ὄ  

(vgl. Aigner, 2010). 

Beweis: Der Beweis wird direkt mit einer Aneinanderkettung von bereits gezeigten 

äquivalenten Werten gezeigt. Außerdem wird dazu noch der Satz von Galvin benötigt.  

 

Satz von Galvin 4.3.5: Für jeden bipartiten Graphen gilt: 

… Ὃ … Ὃ 

(vgl. Galvin, 1995). 

Die Listenfärbungsvermutung wurde bis heute nur für einzelne Graphen bewiesen. So wurde 

zum Beispiel die Gültigkeit für den Graphen ὑ ȟ mit ά ὲ von Janssen gezeigt. Fred Galvin 

verallgemeinerte den Beweis von Janssen und zeigte damit, dass bei bipartiten Graphen der 

listenchromatische Index gleich dem chromatischen Index ist. Seine sechsseitigen 

Ausführungen darüber wurden 1995 im Journal of Combinatorial Theory unter dem Titel 

αThe List Chromatic LƴŘŜȄ ƻŦ ŀ .ƛǇŀǊǘƛǘŜ aǳƭǘƛƎǊŀǇƘά publiziert.  

 

Beweis zu 4.3.4: 

Sei also Ὄ ὒὋ  der Kantengraph eines bipartiten Graphen Ὃ. Laut der Folgerung nach 

der Definition 4.2.2 gilt …ὒὋ … ὋȢ Mit der Anwendung des Satzes von Galvin gilt für 

jeden bipartiten Graphen … Ὃ … Ὃ . Da wir auf der vorherigen Seite bereits gefolgert 

haben, dass … Ὃ … ὒὋ  gilt, ist die Gleichheit der Aussage bewiesen.  
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5 Landkartenfärbung 

Ein klassisches und allseits beliebtes Beispiel der angewandten Graphentheorie ist die 

Langkartenfärbung. Dabei stellt sich die Frage, wie kann eine Landkarte am besten 

eingefärbt werdenΦ aƛǘ αam bestenά ist die minimalste Farbenmenge gemeint. Wie viele 

Farben wirklich dazu benötigt werden, ist das Hauptthema des nächsten Kapitels. Zuerst 

muss geklärt werden, was eine Landkartenfärbung überhaupt ist und wie man dabei 

vorgeht.  

 

5.1 Vorstellung der Landkartenfärbung 

Um eine Landkarte oder einen Atlas übersichtlich zu gestalten, sodass sich die einzelnen 

Länder schön sichtbar voneinander abheben, ist es sinnvoll, benachbarten Ländern 

unterschiedliche Farben zuzuordnen. Am einfachsten wäre es, jedem Land eine eigene Farbe 

zu geben. Hierbei kommt man jedoch sehr schnell auf eine große Anzahl von Farben. Wie in 

Kapitel 4 wird auch bei der Landkartenfärbung die minimalste Farbanzahl gesucht. Dieses 

Kapitel zeigt, wie eine solche Färbung vonstattengehen kann.  

Bei der Betrachtung einer Landkarte kann man feststellen, dass diese bereits ein Graph ist. 

Die Grenzen können als Kanten betrachtet werden, welche in den Knoten zusammenstoßen. 

Die verschiedenen Länder bilden dabei die Facetten des Graphen. Um das Problem der 

Färbung zu spezifizieren, muss zuerst die Frage geklärt werden: Welche Details einer 

Landkarte sind für dieses Problem von Bedeutung? 

Die einzige Vorgabe für die Gültigkeit einer Landkartenfärbung ist, dass je zwei 

Nachbarländer nicht dieselbe Farbe haben dürfen. Es spielt somit nur die Beziehung 

zwischen den Ländern eine Rolle und nicht die Komplexität der Grenze selbst. Dadurch kann 

man eine Landkarte sehr schnell vereinfachen und das Färbungsproblem wird 

übersichtlicher.  
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Abbildung 31: Landkarte von Österreich und eine Vereinfachung 

 

Vereinfacht kann die Landkarte von Österreich wie in Abbildung 31 dargestellt werden. 

Dieser könnte aber noch weiter vereinfacht werden, indem man bei manchen 

Bundesländern noch Knoten und Kanten einspart, wie zum Beispiel im Burgenland oder in 

Vorarlberg.  

Ist es für die Landkartenfärbung überhaupt notwendig, die einzelnen Länder als 

Flächen/Facetten darzustellen? Wie bereits erwähnt, ist die einzige wichtige Information 

einer Landkarte bei ihrer Färbung, die Beziehung zu ihren Nachbarn. Es reicht also, die 

Länder als Knoten darzustellen. Zwei Knoten sind genau dann benachbart, wenn es die 

dazugehörigen Länder auch sind. Einen solchen Graphen nennt man Dualgraphen einer 

Landkarte oder eines Graphen. 

 

Definition 5.1.1: Sei Ὃ ὠȟὉ ein planarer Graph mit einer festen Einbettung und seien Ὢ 

die Facetten des Graphen. Der Graph Ὃᶻ ὠᶻȟὉᶻ  heißt Dualgraph zu Ὃ, wenn gilt: 

Es gibt für jede Facette aus Ὢ genau einen Knoten ὺᶻᶰὠᶻ und zu jeder Kante Ὡɴ Ὁ gibt es 

genau eine Kante ὩᶻᶰὉᶻ welche die beiden Knoten aus ὠᶻ verbindet. Diese Knoten 

entsprechen in Ὃ wiederum den Facetten welche an Ὡ angrenzen. 

 

Beispiel: Um die Definition 5.1.1 besser nachvollziehen zu können, zeigt nachfolgende 

Abbildung einen Dualgraphen zu Abbildung 31. 
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Abbildung 32: Eingezeichneter Dualgraph über Österreich 

Definition 5.1.2: Sei Ὃᶻ ein Dualgraph zu Ὃ. Den Graphen Ὃᶻ ohne den Knoten für die 

äußerste, unendliche Facette nennt man Nachbarschaftsgraph. 

 

Bemerkung: Beim Einzeichnen eines Dualgraphen darf die äußerste Facette nicht vergessen 

werden. Jedoch spielt diese für die Landkartenfärbung keine wesentliche Rolle. Somit reicht 

ein Nachbarschaftsgraph vollkommen aus, um dieses Problem zu behandeln. Sowohl ein 

Dualgraph, als auch ein Nachbarschaftsgraph von Ὃ sind immer planar (vgl. Wagner, 2008). 

 

 

Nach der Erstellung eines Dualgraphen oder eines Nachbarschaftsgraphen, kann die 

Landkartenfärbung als Knotenfärbung von planaren Graphen betrachtet werden. 

Abbildung 33: Nachbarschaftsgraph von Österreich 
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Beim Einfärben einer Landkarte beeinflusst ein isoliertes Gebiet, wie zum Beispiel eine Insel, 

die Färbung nicht, da der dazugehörige Knoten den Grad 0 besitzt und somit jede beliebige 

Farbe dafür gewählt werden darf. Auch ein Land mit nur einem Nachbarn, das entspricht 

einem Knoten mit Grad 1, ist leicht einzufärben. Es wird einfach eine Farbe ungleich der des 

Nachbarlandes gewählt, sofern zwei Farben zur Verfügung stehen.  

Aber wie viele Farben benötigt eine Landkartenfärbung mindestens? Kann ich die 

chromatische Zahl dazu genau festlegen? 

 

Bemerkung: Im Allgemeinen gelten natürlich auch hier die Überlegungen und 

Abschätzungen für die chromatische Zahl aus Kapitel 4.1. Jedoch gelten diese für allgemeine, 

also auch für nicht planare Graphen.  

Bei der Landkartenfärbung handelt es sich, wie bereits erwähnt, um das Färben von planaren 

Graphen. Obwohl man eine sehr kleine obere Schranke für die chromatische Zahl für planare 

Graphen finden kann, ist die genaue Bestimmung der chromatischen Zahl immer noch sehr 

schwer (NP-schwer). 

Nach dem Lesen des Titels und der Einleitung dieser Diplomarbeit lässt sich darauf schließen, 

dass vier Farben bereits genügen, um einen planaren Graphen einzufärben. Dies kann jedoch 

nicht einfach so behauptet werden. Die Mathematik verlangt für Behauptungen stets einen 

Beweis, um diese für allgemein gültig zu erklären. Genau das wird das Thema in den 

restlichen Kapiteln sein. Wann wurde die vier-Farben-Vermutung das erste Mal aufgesetzt 

und wie entwickelte sich seine Validität? Bevor jedoch von einer vier-Färbbarkeit gesprochen 

wird, werden schwächere Versionen davon gezeigt.  
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5.2 Sechs-Farben-Satz 

Wir arbeiten uns von oben herab und behaupten zuallererst: ein planarer Graph ist immer 

mit sechs Farben färbbar.  

Dazu benötigt man das folgende Lemma: 

 

Lemma 5.2.1: Ein planarer Graph Ὃ ὠȟὉ besitzt einen Knoten ὺᶰὠ mit weniger als 

sechs Nachbarn das heißt, es existiert ein ὺᶰὠ Ƴƛǘ Ὠὺ υȢ 

Beweis: Sei Ὃ ὠȟὉ ein zusammenhängender Graph mit mindestens drei Kanten. Es wird 

ein Beweis durch Widerspruch geführt. 

Die Annahme lautet: Jeder Knoten aus Ὃ hat mindestens sechs Nachbarn, das heißt es gilt: 

Ὠὺ φ  ᶅὺɴ ὠȢ Bezeichnet man mit ὲ die Anzahl der Knoten welche von Grad Ὥ sind, 

dann gilt für die Anzahl der Kanten des Graphen: ὲ В ὲ. Ferner gilt für die Anzahl der 

Kanten ςά В ὭϽὲ, da jede Kante zwei Endkonten besitzt. Es ergibt sich die 

Ungleichung ςά φὲ πȢ Daraus und aus dem Korollar 3.1.3 folgt: 

φά ὲ Ὢ ςά φὲ ςςά σὪ π 

und Folge dessen auch ά ὲ Ὢ was jedoch einen Widerspruch zur eulerschen 

Polyederformel darstellt (vgl. Theobald, 2016). 
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Satz 5.2.2: Jeder planare Graph ist 6-färbbar. 

Beweis: Der Beweis wird mittels Induktion geführt. 

Sei Ὃ ὠȟὉ ein planarer Graph mit ȿὠȿ φ. Somit ist Ὃ 6-färbbar.  

Sei Ὃ ein planarer Graph mit ȿὠȿ φ. Wie bereits mit dem Lemma 5.2.1 gezeigt wurde, 

besitzt jeder planare Graph Ὃ zumindest einen Knoten ὺ für den gilt: Ὠὺ υȢ Entfernt man 

diesen Knoten ὺ und die dazu inzidenten Kanten, ergibt sich der Graph Ὃ Ὃ͵ὺ, welcher 

ein planarer Graph mit ὲ ρ Knoten ist. Nach geführter Induktionsannahme besitzt Ὃ eine 

6-Färbung. Nachdem wir wissen, dass der Knoten ὺ in Ὃ maximal fünf Nachbarn besitzt, 

werden wir in dieser Färbung für die Färbung der Nachbarn auch maximal fünf Farben 

benötigen. Folge dessen kann jede 6-Färbung von Ὃ zu einer 6-Färbung von Ὃ erweitert 

werden. Dazu wird dem Knoten ὺ die Farbe zugewiesen, welche in der Färbung von Ὃ noch 

nicht für seine Nachbarn verwendet wurde. Ὃ ist demnach 6-färbbar (vgl. Theobald, 2016). 

   



 
47 

 

5.3 Fünf-Farben-Satz 

Nach dem letzten Beweis ist unumstritten klar, dass jeder planare Graph 6-färbbar ist. In 

diesem Unterkapitel befasst sich die Autorin mit der nächst stärkeren Aussage. Es wird die 

Validität des folgenden Satzes bewiesen. 

 

Satz 5.3.1: Jeder planare Graph ist 5-färbbar. 

 

In der Literatur gibt es unterschiedliche Beweise dazu. Betrachten wir als erstes den kurzen 

Beweis von Aigner (2015). 

Beweis I: 

LƴŘǳƪǘƛǾ ǿƛǊŘ ŀƴƎŜƴƻƳƳŜƴΣ Řŀǎǎ Ŝǎ Ŝƛƴ [ŀƴŘ C Ƴƛǘ ŦǸƴŦ bŀŎƘōŀǊƭŅƴŘŜǊƴ !Σ.Σ ΧΣ9 ƎƛōǘΣ 

welche bereits mit allen 5 Farben rot, blau, grün, weiß und schwarz (genau in dieser 

Reihenfolge) gefärbt sind. Eine Farbe kann durch Vertauschung eingespart werden, wenn es 

keine rot-grün Kette von A nach C gibt (Eine rot-grün Kette ist in diesem Beweis ein Weg 

durch die verschiedenen Länder mit einem festgelegten Start- und Endpunkt. Die Länder 

entlang dieses Weges sind hierbei abwechselnd rot und grün gefärbt.). Der andere mögliche 

Fall wäre: es gibt keine blau- weiß Kette von B nach D und eine Farbe kann eingespart 

werden. Beide Fälle gleichzeitig sind nicht möglich. Existiert eine rot-grün Kette von A nach 

C, so gibt es aber keine blau-weiß Kette von B nach D, da sich die beiden Ketten sonst in 

einem gemeinsamen Land überschneiden würden.  

  

Anschaulich wird die Konstellation solcher Ketten in Kapitel 6.2 nochmals aufgegriffen. 
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Andere Beweisführungen wie zum Beispiel von Diestel (2010) sind deutlich umfangreicher. 

Beweis II: 

Sei Ὃ ein planarer Graph mit mehr als 3 Knoten, also ὲ σ und ά Kanten. Induktiv kann 

angenommen werden, dass jeder planare Graph, welcher weniger als ὲ Knoten besitzt 5-

färbbar ist. Nach Korollar 3.2.1 gilt: 

ὨὋ
ςά

ὲ

ςσὲ φ

ὲ
φȢ 

Es sei nun ὺ ein Knoten aus dem Graphen Ὃ mit Grad kleiner gleich 5, Ὠὺ υȢ Nach der 

Induktionsannahme besitzt der Graph ὌḧὋ ὺ eine Knotenfärbung ὧȡὠὌ ᴼ ρȟȣȟυȢ 

ὧ kann zu einer 5-Färbung von Ὃ ergänzt werden, sofern die Nachbarn vom Knoten ὺ mit 

maximal vier Farben gefärbt sind. Deswegen wird jetzt angenommen, dass ὺ genau fünf 

verschieden gefärbte Nachbarn besitzt.  

Betrachten wir nun die Darstellung eines Graphen wie in Abbildung 34. Sei Ὀ eine offene 

Kreisscheibe um den Knoten ὺ, welche so klein ist, dass sie nur die fünf mit ὺ benachbarten 

geraden Kantensegmente von Ὃ trifft.  Wir nummerieren die Kantensegmente in zyklischer 

Ordnung nach ihrer Lage in der Kreisscheibe mit ίȟίȟȣȟί. Ist der Knoten ὺ mit Ὥ ρȟȣυ 

der Nachbar des Knoten ὺ in der Kreisscheibe mit ίṖ ὺȟὺ , so sei ohne Beschränkung der 

Allgemeinheit ὧὺ ὭȢ 

 

Abbildung 34: Skizze zu Beweis II des 5-Farben-Satzes 
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Sei ὖṖὌ ein Weg von einem Knoten ὺ nach ὺ . Ohne Beschränkung der Allgemeinheit 

wählen wir die Knoten ὺ ǳƴŘ ὺ. Wir zeigen jetzt, dass jeder Weg ὖ die Knoten ὺ und ὺ im 

Graphen Ὄ voneinander abtrennt. Vergleiche dazu die Abbildung 34. Offensichtlich ist dies 

der Fall, genau dann wenn der Kreis ὅḧὺὺὖὺὺ die Knoten ὺ und ὺ im Graphen Ὃ 

trennt. Um diesen Sachverhalt zu zeigen reicht es, zu zeigen, dass die Knoten ὺ und ὺ in 

zwei verschiedenen Gebieten von ὅ liegen. 

Dafür wählen wir einen Punkt ὼ, welcher auf dem Segment ί und auf der Kreisscheibe 

liegt. Wir wählen uns noch einen zweiten Punkt ὼȢ Dieser liegt auf dem Segment ί und auf 

der Kreisscheibe. Es gelte: ὼ ὺ ὼ.  

In Ὀᶺί᷾ί Ṗᴙ ὅʌ kann jeder Punkt mittels eines Polygonzugs mit ὼ oder ὼ 

verbunden werden. Somit müssen ὼ und ὼ, und auch ὺ und ὺ in verschiedenen Gebieten 

von ὅ liegen. Anderenfalls würde Ὀ nur ein Gebiet von ὅ treffen, was jedoch im 

Widerspruch zu der Eigenschaft von jordanschen Polygonzügen stünde, wonach jeder Punkt 

von ὅ zum Rand beider Gebiete von ὅ gehört. 

Sei nun Ὄȟ mit ὭȟὮɴ ρȟȣȟυ der durch die mit Ὥ ǳƴŘ Ὦ gefärbten Knoten induzierte 

Untergraph von Ὄ. Sei ὅ der Teil von Ὄȟ, der den Knoten ὺ enthält. Ansonsten würden 

wir die Farben 1 und 3 an allen Knoten in ὅ vertauschen. Dadurch erhalten wird eine fünf-

Färbung des Graphen Ὄ, in welcher sowohl ὺ als auch ὺ mit der Farbe 3 gefärbt werden. 

Der Knoten ὺ kann jetzt mit der Farbe 1 gefärbt werden.  

Ὄȟ enthält nun also einen Weg ὖ von ὺ nach ὺ, der ὺ und ὺ im Graphen Ὄ voneinander 

abtrennt. Demnach liegen ὺ und ὺ sogar in zwei verschiedenen Teilen von Ὄȟ, da ὖ᷊

Ὄȟ  ɲgilt. Schlussendlich können wir in einem Teil davon die Farben 2 und 4 vertauschen 

und den Knoten ὺ mit der nun freien Farbe einfärben. 

  

 

Im Laufe der Jahre haben viele MathematikerInnen den Beweis in ihren Veröffentlichungen 

geschrieben und jeder hat diesem eine persönliche Note beigegeben. Eine weitere Variante 

findet man in den Ausführungen von Wagner (2008) ab Seite 29. 
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In Kapitel 4.3 wurde bereits der Satz von Thomassen angeführt. Hier folgt der noch 

ausstehende Beweis: 

Beweis zu 4.3.3: 

Zu beweisen ist die Aussage: alle planaren Graphen können 5-listengefärbt werden. Es gilt: 

…Ὃ υȢ 

Bevor der Beweis an sich betrachtet werden kann muss noch geklärt werden welche 

Graphen dafür benötigt werden. 

Durch das Hinzufügen einer Kante kann sich die listenchromatische Zahl nur vergrößern, nie 

verkleinern. Sei Ὄ ein Untergraph von Ὃ so gilt die Ungleichung: 

…Ὄ …ὋȢ 

Deswegen darf angenommen werden, dass der Graph Ὃ für den Beweis zum Satz von 

Thomassen zusammenhängend ist. Weiters sind seine beschränkten Facetten durch 

Dreiecke begrenzt (das heißt, dass jede innere Facette von drei Kanten eingeschlossen ist) 

und die unbeschränkte Facette (die äußere) wird durch einen Kreis begrenzt, welcher 

durchaus mehr als 3 Knoten haben darf. Ein solcher Graph wird fast-trianguliert genannt, 

und wir können uns bei der Beweisführung auf solche beschränken. 

 

 

 

 

 

 

Folge dessen genügt es für den Beweis zu 4.4.3 fast-triangulierte Graphen zu betrachten. Die 

folgenden Stärkeren Aussagen werden gezeigt und anschließend kann Induktion verwendet 

werden. 

Abbildung 35: Beispiel: fast-triangulierter planarer Graph 
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Sei dafür jetzt also Ὃ ὠȟὉ ein fast-triangulierter Graph und wir bezeichnen den Kreis, 

welcher die äußerste Facette begrenzt mit ὄ. Annahme: Für die Farblisten ὅὺ Ƴƛǘ ὺɴ ὠ 

gilt: 

1. Zwei inzidente Knoten ὼȟώ ǾƻƳ +ÒÅÉÓ ὄ sind bereits mit zwei verschiedene Farben 

 ǳƴŘ  gefärbt. 

2. Für alle anderen Knoten ὺ Ǿƻƴ ὄ Ǝƛƭǘ ȿὅὺȿ σȢ 

3. Für alle Knoten ὺ im Inneren, das heißt, die nicht zum Kreis ὄ gehören, gilt ȿὅὺȿ υȢ 

Der Induktionsanfang wird mit ȿὠȿ σ gestellt. Da hier für den einzigen noch nicht 

gefärbten Knoten ὺ laut Annahmen ȿὅὺȿ σ verschiedene Farben zur Verfügung stehen, 

ist ganz sicher eine davon passend. Somit können wir die Induktion durchführen.  

Fall 1: Annahme: ὄ hat eine Sehne, das heißt eine Kante, 

welche zwar nicht zum Kreis gehört, aber zwei Knoten 

όȟὺᶰὄ miteinander verbindet. Die Sehne teilt den 

Graphen Ὃ in zwei Untergraphen Ὃ ǳƴŘ ὋȢὋ wird durch 

ὄ (der einen Hälfte des Kreises) und der Kante/Sehne 

όȟὺ begrenzt und Ὃ wird durch die andere Hälfte des 

Kreises ὄ und der Kante/Sehne όȟὺ begrenzt. 

Betrachten wir zu nächsten den ersten Untergraphen Ὃ. 

Dieser enthält die Knoten ὼȟώȟό ǳƴŘ ὺ und ist fast-trianguliert. Nach Induktion hat der 

Untergraph eine gültige Listenfärbung. Wir stellen die Annahme, dass durch die Färbung den 

beiden Knoten ό ǳƴŘ ὺ die Farben  ǳƴŘ  zugeordnet werden. 

Nun betrachten wir den Untergraphen ὋȢ Die beiden Knoten ό ǳƴŘ ὺ sind bereits gefärbt. 

Alle Induktionsannahmen sind erfüllt und Ὃ kann 5-listengefärbt werden. 

Damit gelten die Annahmen auch für den Graphen Ὃȟ und auch dieser kann 5-listengefärbt 

werden.  

 

Abbildung 36: Skizze zu Fall 1 

Ὃ 

Ὃ 

ὄ 

ὄ 

ό ὺ 

ώ 

ὼ 
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Fall 2: Nun stellen wir die Annahme: ὄ besitzt keine 

Sehne. Auf dem Kreis ὄ hat der Knoten ὼ, welcher mit 

der Farbe  gefärbt ist zwei Nachbarn. Sei ein Nachbar 

nun der Knoten ώ, welcher  gefärbt ist und ein Nachbar 

sei ὺȢ Der Knoten ὺ besitzt die Nachbarn 

ὼȟὺȟὺȟȣȟὺ ǳƴŘ ύ. ὼ ǳƴŘ ύ befinden sich auf dem 

Kreis und die Nachbarn ὺ Ƴƛǘ  Ὥ ρȟȣȟὸ befinden sich 

im Inneren. Wir befinden uns in einer Situation wie in 

Abbildung 37 dargestellt. 

Wenn wir den Knoten ὺ und all seine inzidenten Kanten 

entfernen, erhalten wir wieder einen fast-triangulierten 

Graphen Ὃ Ὃ͵ὺȢ Dieser Graph Ὃᴂ wird wieder von einem Kreis begrenzt: ὄ ὄ͵ὺ᷾

ὺȟȣȟὺ . 

 

Laut der 2. Annahme gilt ȿὅὺ ȿ σ. Folgedessen gibt es zwei ς von  verschiedene ς 

Farben  ǳƴŘ  ƛƴ ὅὺ . Die Farbenliste ὅὺ  wird ersetzt durch die Liste ohne  ǳƴŘ , 

also ὅὺ͵ȟȢ Die Farbenliste für alle anderen Knoten des Graphen Ὃᴂ bleibt jedoch 

gleich. Damit erfüllt Ὃᴂ die Induktionsannahme und ist 5-listenfärbbar. Bei dieser Färbung 

verwenden wir für die Färbung von ύ maximal eine der beiden Farben  ǳƴŘ Ȣ Die andere 

Farbe kann jetzt für den zuvor entfernten Knoten ὺ verwendet werden. Demnach gilt die 5-

Listenfärbbarkeit nicht nur für Ὃᴂ, sondern auch für Ὃ (vgl. Aigner, 2010). 

  

 

Somit wurde nicht nur die 5-Färbbarkeit von planaren Graphen, sondern auch deren 5-

Listenfärbbarkeit gezeigt.   

Abbildung 37: Skizze zu Fall 2 
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6 Vier-Farben-Satz 

Wie im Titel und der Einleitung dieser Arbeit bereits erwähnt, wird nun ausführlich, das aus 

der Landkartenfärbung entstandene 4-Farben-Problem behandelt. Warum ist dieses Thema 

so populär und so oft diskutiert worden? Warum ist dieser mathematische Satz von so 

großer Bedeutung, und wann wurde das Vier-Farben-Problem überhaupt zum Vier-Farben-

Satz? 

Bevor wir jedoch auf all diese Fragen eingehen, wird der Satz erst einmal vorgestellt: 

 

Vier-Farben-Satz: Jede Landkarte ist in der euklidischen Ebene 4-färbbar. 

Bis heute gibt es keinen Beweis dieses Satzes, welcher nicht computerunterstützt gerechnet 

wurde.  

6.1 Das erste Aufkommen der Problematik 

Augustus de Morgan, ein Professor am University College in London, schrieb am 23. Oktober 

1852 einen Brief an seinen Kollegen Sir William Hamilton in dem die 4-Farben-Vermutung 

das erste Mal schriftlich festgehalten wurde. Einen Ausschnitt dieses Briefes findet man in 

ŘŜƳ .ǳŎƘ α5ŜǊ ±ƛŜǊŦŀǊōŜƴǎŀǘȊά Ǿƻƴ CǊƛǘǎŎƘ όмффпύΦ !ƛƎƴŜǊ ŦǸƘǊǘ ƛƴ ŘŜƳ .ǳŎƘ 

αDǊŀǇƘŜƴǘƘŜƻǊƛŜά όнлмрύ ŜƛƴŜ ǎƛƴƴƎŜƳŅǖŜ «ōŜǊǎŜǘȊǳng einiger Auszüge des Briefes an. 

 

α9ƛƴ {ǘǳŘŜƴǘ ŦǊŀƎǘŜ ƳƛŎƘ ƘŜǳǘŜΣ ƻō Ŝǎ ǎǘƛƳƳǘΣ Řŀǎǎ ŘƛŜ [ŅƴŘŜǊ ƧŜŘŜǊ [ŀƴŘƪŀǊǘŜ ǎǘŜǘǎ Ƴƛǘ 

höchstens 4 Farben gefärbt werden können, unter der Maßgabe, dass angrenzende 

[ŅƴŘŜǊ ǾŜǊǎŎƘƛŜŘŜƴŜ CŀǊōŜƴ ŜǊƘŀƭǘŜƴΦά (Aigner, 2015, S.3). 

 

De Morgan suchte Rat, da er das Ausmaß der Möglichkeiten nicht durchblicken konnte. Er 

erläuterte seine Vermutung und führte in seinem Brief auch gleich ein Beispiel an: 
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αLŎƘ ƘŀōŜ Řŀǎ DŜŦǸƘƭΣ Řŀǎǎ ƛƳ Cŀƭƭ Ǿƻƴ п [ŅƴŘŜǊn, von denen je zwei stets eine 

gemeinsame Grenze haben, immer eines von den drei anderen eingeschlossen wird, so 

dass es nicht mit einem fünften verbunden sein kann. Wenn das stimmt, so sollten 4 

Farben tatsächlich immer genügen. Aber es ist nicht einfach und ich bin nicht sicher über 

ŘƛŜ ƳǀƎƭƛŎƘŜƴ ±ŜǊǿƛŎƪƭǳƴƎŜƴΦά (Aigner, 2015, S.3). 

 

Die Wichtigkeit des Inhalts dieses Briefes war den beiden damals natürlich noch nicht 

bewusst. Hamilton zeigte zu diesem Zeitpunkt keinerlei Interesse an dieser Fragestellung. 

Doch wer war dieser Student, der diese Vermutung stellte und damit den Stein ins Rollen 

gebracht hatte? Die Frage wurde von Frederick Guthrie gestellt, welcher bekanntgab, dass 

sein Bruder Francis Guthrie beim Färben einer Landkarte auf dieses Problem gestoßen wäre 

(vgl. Fritsch, 1994). 

Bevor überhaupt mit der Fragestellung gearbeitet werden konnte, mussten einige 

grundlegende Antworten gefunden werden. Wie in dieser Arbeit in Kapitel 5.1 zuerst geklärt 

werden musste, was eine Landkartenfärbung ist, so mussten es auch die MathematikerInnen 

tun, welche sich im 19. Jahrhundert mit diesem Problem beschäftigten.  

Der erste Lösungsversuch und dadurch der erste Beitrag zur Lösung des Vier-Farben-

Problems kam von de Morgan selbst. Ihm gelang der Beweis, dass es keine fünf Länder 

geben kann, bei denen stets je zwei benachbart sind. Diese Fragestellung erinnert an das 

MöbiusςPuzzle von 1840. Obwohl die Richtigkeit dieses Beweises gegeben ist, trägt er 

jedoch nicht, wie zunächst angenommen, zur Lösung des Vier-Farben-Problems bei. Dieser 

Trugschluss führte zunächst zu einigen falschen Beweisen. Doch wo liegt de Morgans 

Denkfehler? 

Die Maximalzahl paarweise benachbarter Länder entspricht NICHT der Anzahl der 

benötigten Farben für eine Färbung (vgl. Aigner, 2015). 
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Gegenbeispiel: 

In Abbildung 37 wird eine Landkarte mit 7 Ländern dargestellt. Es gibt nur zwei paarweise 

benachbarte Länder. Für eine gültige Färbung reichen aber zwei Farben nicht aus.  

 

 

 

 

 

 

 

Neben Augustus de Morgan trug vor allem Arthur Cayley dazu bei, diese Problematik 

bekannt zu machen. 1878 stellte er das Vier-Farben-Problem auf einer Sitzung der Londoner 

Mathematik Gesellschaft vor und diskutierte die auftretenden Schwierigkeiten (vgl. Aigner, 

2015).  

Abbildung 38: Gegenbeispiel zu de Morgans Lösungsversuch 
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6.2 Kempes Beweisversuch 

Bereits 1879, ein Jahr nach der öffentlichen Vorstellung, legte Alfred Bray Kempe einen 

vermeintlichen Beweis des Problems vor. Er publizierte den ersten allgemein anerkannten 

Beweis und erntete große Zustimmung für seine Arbeit. Verbesserungsvorschläge und 

Verschönerungen seines Beweises folgten von anderen MathematikerInnen umgehend. 

Somit galt der Vier-Farben-Satz erstmals 1879, 27 Jahre nach dem Aufkommen der 

Problematik als gelöste und als anerkannte Tatsache (vgl. Fritsch, 1994).  

 

6.2.1 Kempes Beweisidee 

Alfred Kempe führte seinen Beweis mittels Induktion. Im ersten Schritt wurde gezeigt, dass 

es ein Land Ὂ geben muss, welches an höchstens fünf andere Länder ὃȟὄȟὅȟὈ ǳƴŘ Ὁ 

anstößt. Kempe kreierte eine neue Landkarte ὒᴂ, indem er, wie in Abbildung 39, die Grenzen 

der anderen Länder verlängert und dadurch Ὂ entfernt. Dieser Schritt wird Kontraktion von 

Ὂ genannt und wird in Abbildung 39 demonstriert. Laut Induktionsannahme existiert eine 4-

Färbung der neuen Landkarte ὒᴂ. Im zweiten Schritt zeigt Kempe, dass die laut Annahme 

existierende 4-Färbung von ὒᴂ auf eine 3-Färbung reduziert werden kann. Die frei gewordene 

4. Farbe kann dann, nach der Wiederherstellung der ursprünglichen Karte, für die Färbung 

von Ὂ verwendet werden und der Beweis ist abgeschlossen (vgl. Aigner, 2015). 

 

  

Abbildung 39: Skizze zu Kempes Beweis Teil I 

 

 

 O
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Der erste Schritt des Beweises baut auf einer Folgerung der eulerschen Polyederformel auf, 

welche 1897 schon längst bekannt war.  

Betrachten wir nun den zweiten Teil des Beweises von Kempe etwas genauer (Beweisidee 

ŀǳǎ ŘŜƳ .ǳŎƘ αGraphŜƴǘƘŜƻǊƛŜά von Aigner, 2015). Der Vier-Farben-Satz gelte für alle 

Landkarten mit ὶ ρ Länder. Sei nun ὒ eine Landkarte mit ὶ Ländern. 

Fall 1: Es existiert ein Land Ὂ mit drei Nachbarn. Folge dessen ist eine gültige 4-Färbung 

möglich, da dem Land Ὂ die übrig gebliebene 4. Farbe zugewiesen wird. 

 

Fall 2: Es existiert ein Land Ὂ mit vier Nachbarn, A, B, C und D. Die nach der Kontraktion von 

Ὂ entstandene Landkarte ὒᴂ wird nun 4-gefärbt. Benötigt man dazu nur 3 Farben so ist der 

Beweis hier fertig, da Ὂ in der ursprünglichen Karte ὒ dann mit der 4. Farbe gefärbt wird. 

Wir nehmen also an: Es werden für die Nachbarländer von Ὂ vier Farben benötigt, rot, gelb, 

grün und blau. Nun gibt es entweder eine Kette von benachbarten Ländern von A nach C, 

welche abwechselnd rot und grün gefärbt sind oder nicht. Existiert eine solche rot-grün 

Kette von A nach C, so gibt es aber keine blau-gelb Kette von B nach D, da sich die beiden 

Ketten sonst in einem gemeinsamen Land überschneiden würden. Dies wäre ein 

Widerspruch zu einer gültigen Landkartenfärbung, da hier jedem Land genau eine Farbe 

zugewiesen wird. Abbildung 40 zeigt diesen Sachverhalt. Auch eine umgekehrte 

Gegebenheit wäre möglich. Es gibt keine rot-grün Kette von A nach C, dafür jedoch eine 

blau-gelb Kette von B nach D. 

 

A 

 

B 

 C 

 

D 

 

Abbildung 40:Skizze zu Kempes Beweis Teil II 
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Wir nehmen jetzt ohne Beschränkung der Allgemeinheit an, dass es keine blau-gelb Kette 

von B nach D gibt. Jetzt werden alle Länder aufgelistet, welche von B aus mit einer blau-gelb 

Kette erreichbar sind und anschließend werden die Farben in dieser Liste vertauscht. Wir 

erhalten wieder eine gültige Färbung in ὒᴂ. Da es keine blau-gelb Kette von B nach D gibt, 

war das Land D sicher nicht in der Liste und ist weiterhin noch gelb eingefärbt. Da wir nun für 

die Färbung der Länder A, B, C und D nur noch drei Farben benötigen, können wir die 4. 

Farbe, in unserem Beispiel die Farbe Blau, für das Land Ὂ verwenden. 

 

Fall 3: Es existiert ein Land Ὂ mit fünf Nachbarn, A, B, C, D und E. Wir betrachten wieder die 

Landkarte ὒᴂ nach Kontraktion von Ὂ. Liegt eine gültige 4-Färbung vor, bei welcher nur drei 

Farben für die Länder A, B, C, D und E verwendet wurden, so ist der Beweis abgeschlossen. 

Werden jedoch alle vier Farben verwendet, sind die Länder ohne Beschränkung der 

Allgemeinheit folgendermaßen gefärbt: A ist rot-gefärbt, B blau, C grün, D gelb und E blau.  

Fall es bei der Färbung keine rot-grün Kette von A nach C gibt, so können wir mit derselben 

Strategie wie in Fall 2, durch Vertauschung von rot und grün eine Farbe einsparen. Ebenfalls 

kann eine Farbe eingespart werden wenn es keine rot-gelb Kette von A nach D gibt. Somit 

wäre eine gültige 4-Färbung möglich. 

Wie nehmen deswegen an, dass es eine rot-grün Kette von A nach C und eine rot-gelb Kette 

von A nach D gibt. In Abbildung 41 schematisieren die gestrichelten Bögen die Ketten. Das 

Land B ist hierbei von D getrennt und auch das Land E von C.  

 

Abbildung 41:Skizze Kempes Beweis Teil II/ Fall 3 

 



 
59 

 

Demnach beinhaltet die blau-gelb Kette, welche mit dem Land B startet, auf keinen Fall das 

Land D oder E. Dasselbe gilt für die blau-grün Kette, welche von E startet. Weder B noch C 

können darin enthalten sein. In den beiden eben erwähnten Ketten können nun einerseits 

die Farben blau mit gelb und andererseits blau mit grün vertauscht werden. Dabei ändert 

sich die Färbung der Länder C und D nicht.  

Die Länder sind nach der Umfärbung folgendermaßen gefärbt: A ist rot-gefärbt, B gelb, C 

grün, D gelb und E ebenfalls grün. Deswegen bleibt die vierte Farbe Blau für das kontrahierte 

Land Ὂ übrig.  

  

 

Die Beweisstrategie mit den Farbketten wurde bei vielen Beweisen in diesem Themengebiet 

verwendet und wird heute auch Kempe-Kette genannt.  

Jede Landkarte muss eine Zusammenstellung der Länder enthalten, sodass ein Land Ὂ von 

zwei, drei, vier oder fünf Ländern umschlossen wird. Dies nennt man auch unvermeidbare 

Konfiguration. Eine Konfiguration heißt reduzierbar, wenn sie in einer minimalen 5-gefärbten 

Landkarte keinesfalls auftreten kann. Das Ziel dieses Beweises ist, eine unvermeidbare 

Menge zu finden, welche ausschließlich aus reduzierbaren Konfigurationen besteht. Dadurch 

würde keine minimal 5-gefärbte Landkarte existieren können und die 4-Färbbarkeit wäre 

bewiesen (vgl. Aigner, 2015).  

 

6.2.2 Kempes Irrtum 

Da die Problematik vermeintlich gelöst war, wurde es sehr ruhig um das Thema des Vier-

Farben-Satzes. Doch dann zeigte 1890 Percy John Heawood, dass der Beweis von Kempe 

einen Trugschluss enthält und damit nicht gültig sei. Heawood selbst sah seine Arbeit 

diesbezüglich als nicht wichtig und sogar eher destruktiv an, da er nur die Validität eines 

Beweises widerlegte und selbst nicht zu einer Lösung beitrug. Jedoch übersah er dabei den 

positiven Punkt in seiner Arbeit. Mit der Widerlegung des Beweises von Kempe, legte er 

selbst einen Beweis des Fünf-Farben-Satzes vor, wie wir ihn in Beweis I des Satzes 5.3.1 

gezeigt haben (vgl. Fritsch, 1994). 
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Kempe gelang es durch seine Ketten-Methode zu zeigen, dass die Konfigurationen, welche 

aus einem Land umschlossen von zwei, drei oder vier Länder bestehen, reduzierbar sind. 

Jedoch kam ihm bei der letzten Konfiguration (ein Land umschlossen von fünf Ländern) ein 

Fehlschluss unter (vgl. Aigner, 2015). Doch worin bestand dieser? 

Betrachten wir nochmals den Fall 3 aus Kempes Beweisidee: 

Wieder stellen wir folgende Annahme: Es gibt sowohl eine rot-grün Kette von A nach C, als 

auch eine rot-gelb Kette von A nach D. Anschließend wurden in der Beweisidee von Kempe 

in der blau-gelb Kette welche mit B startet und in der blau-grün Kette, welche mit E startet 

die Farben vertauscht. Würde man diese Vertauschungen einzeln durchführen, hätten wir 

wieder eine gültige Färbung, allerdings immer noch eine 5-Färbung. Nach der Durchführung 

von beiden Vertauschungen, kann es passieren, dass dann zwei blau gefärbte Länder 

aneinanderstoßen, welche zuvor noch gelb beziehungsweise grün gefärbt waren. Eine solche 

Färbung ist nicht gültig (vgl. Aigner, 2015).  

 

 

 

 

 

 

 

 

Trotz Kempes Irrtum lieferte sein Beweis beinahe alle Grundideen, darunter das Auffinden 

einer unvermeidbaren Menge, deren Konfigurationen reduzierbar sind, mit denen der Vier-

Farben-Satz ein Jahrhundert später endgültig bewiesen wurde.  

 O

Abbildung 42: Kempes Irrtum; Landkarte vor und nach der Umfärbung 
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6.3 Ein Computerbasierter Beweis 

Viele MathematikerInnen arbeiteten fieberhaft weiter an dem Beweis des Vier-Farben-

Satzes. Die Ideen und Konzepte von Kempe wurden analysiert und weiterentwickelt. Doch 

trotz der vielen Arbeit und vielen neuen Ideen und Strukturen war man von einem gültigen 

Beweis noch weit entfernt, und es wurde mit den Jahren wieder ruhiger um dieses Thema 

(vgl. Fritsch, 1994). 

Ende der 60er Jahre gelingt Heinrich Heesch der entscheidende Schritt. Er schaffte es, die 

Reduzibilitätsnachweise zu systematisieren und einen Algorithmus für eine Reduzibilität zu 

schreiben. Außerdem entwickelt er die sogenannten α9ƴǘƭŀŘǳƴƎǎǇǊƻȊŜŘǳǊŜƴά zur 

Konstruktion von unvermeidbaren Mengen von Konfigurationen. Dies war jedoch nur 

mithilfe eines Computers durchzuführen, da es für die herkömmliche Bearbeitung mit Papier 

und Stift viel zu umfangreich war (vgl. Fritsch, 1994). 

Auf Anweisung von Heesch schrieb Karl Dürre mit nahezu prähistorischen Methoden ein 

Programm, welches die Reduzibilität nachweisen konnte. 1965 gelang es, mithilfe des 

Computers, die bis dahin unbekannte Reduzibilität einer Konfiguration der Ringgröße 9 

nachzuweisen. Leider waren die damaligen Speicherkapazitäten der Rechner stark 

beschränkt (vgl. Fritsch, 1994). 

In Amerika war die Technik bereits etwas weiter fortgeschritten, und damit waren auch 

größere Rechenleistungen möglich. Heesch reiste daher dorthin, um seine Arbeit weiter 

voranzutreiben und verfeinerte mithilfe von Dürre tatsächlich sein Programm. Wieder zurück 

in Deutschland wurden ihm jedoch die finanziellen Mittel untersagt, um seine Forschung 

diesbezüglich fortzusetzen (vgl. Fritsch, 1994).  

Heesch arbeitete in Amerika mit Wolfgang Haken zusammen, welcher die Studie über den 4-

Farben-Satz später ohne Heesch, jedoch mit Unterstützung von Kenneth Appel fortsetzte. 

1972 begann die Zusammenarbeit von Appel und Haken. Dabei betrachteten sie Mengen mit 

fast einer Million Elementen und setzten die Hoffnung auf eine Lösung in den raschen 

elektronischen Fortschritt. Nach vier Jahren Arbeit stießen sie auf eine neue 

Entladungsprozedur, welche schlussendlich zum Erfolg führte (vgl. Fritsch, 1994). 
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Somit wurde der 4-Farben-Satz 1976, 124 Jahre nach dem Auftreten der Vermutung, mithilfe 

eines Computers (IBM 360) in Amerika bewiesen (vgl. Fritsch, 1994).  

 

In dem Beweis von Appel und Haken wurden tausende Figuren betrachtet. Dabei kam es zu 

dem einen oder anderen Fehler, welche in den darauffolgenden Jahren entdeckt wurden. 

Jedoch war der Beweis trotz der Fehler nicht ungültig, was an einer Besonderheit des 

Beweises lag. Bei den meisten mathematischen Beweisen bricht bei einem inkorrekten 

Zwischenschritt das ganze Beweisgebilde zusammen, nicht jedoch bei dem Beweis von Appel 

und Haken. Wenn hier ein Trugschluss in einem Zwischenschritt auftritt, bildet sich nur ein 

kleines Loch, welches schnell wieder umgangen werden kann. Hacken selbst begründet dies 

durch die Tatsache, dass ihre Arbeit nicht nur einen Beweis, sondern viele Beweise des Vier-

Farben-Satz lieferten. Nach mehreren Korrekturen kam es 1989 zu einer Neuauflage des 

Beweises von Appel und Haken (vgl. Fritsch, 1994).  
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6.4 Drei-Farben-Satz 

Wenn auch nicht algebraisch festgelegt, so ist dennoch bewiesen, dass jeder planare Graph 

mit 4 Farben färbbar ist. Die Autorin ist während ihrer Recherche für diese Diplomarbeit 

jedoch auch auf Landkarten gestoßen, bei denen sogar weniger Farben zum Färben 

ausreichen würden. Allgemein ist der 3-Farben-Satz nicht gültig, dafür findet sich schnell ein 

Gegenbeispiel. Deswegen werden in diesem Kapitel noch die Eigenschaften, welche ein 

planarer Graph benötigt, um mit weniger als vier Farben eine gültige Färbung zu bewirken, 

betrachtet.  

In Satz 4.1.14 haben wir bereits einige Graphen mit niedrigen chromatischen Zahlen 

aufgelistet. Jedoch müssen wir nun darauf achten, dass diese Graphen auch planar sind. 

Zu allererst wurde von der Autorin festgehalten, dass die chromatische Zahl eines Ὧ-partiten 

Graphen Ὧ ist. Für planare Graphen gilt allerdings nur: 

Folgerung: Für ὲ σ ist der bipartite Graph ὑȟ  planar und 2-färbbar. 

Im Satz 4.1.14 haben wir …ὑ ὲ für vollständige Graphen festgehalten. Nach Kapitel 3 

wissen wir allerdings, dass der kleinste planare vollständige Graph der ὑ ist. 

Folgerung: Für ὲ τ ist der vollständige Graph ὑ  planar und ὲ-färbbar. 

Der 3. Punkt im Satz 4.1.14 kann übernommen werden, da ein Kreis ὅ planar ist. 

 

In Kapitel 2 haben wir in der Definition 2.1.12 Bäume und Wälder kennengelernt. Da ein 

Baum keinen Kreis enthält, kann leicht nachvollzogen werden, dass gilt: 

Satz 6.4.1: Jeder Baum ist 2-färbbar (vgl. Aigner, 2015). 

 

In der Literatur findet man noch einen weiteren Zusammenhang zwischen einer kleinen 

chromatischen Zahl und einem Kreis: 

Satz von Grötzsch 6.4.2: Jeder planare Graph, welcher kein Dreieck, das heißt keinen Kreis 

der Länge 3 enthält ist 3-färbbar (vgl. Diestel, 2010).  
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7 Entwicklungen aus der Arbeit mit dem Vier-Farben-Satz 

In den 1930er und 1940er Jahren war das Studium über Graphen bereits sehr 

fortgeschritten. Durch den ständigen Versuch, einen Beweis für das Vier-Farben-Problem zu 

finden, entwickelten sich schließlich 5 verschiedenen Richtungen, beziehungsweise 

Disziplinen der Graphentheorie. Schlussendlich ist aus einer vermeintlich einfachen 

Fragestellung, über eine Sammlung von Sätzen und Definitionen die Graphentheorie 

entstanden. Diese neuen Errungenschaften wurden 1936 von Dénes König im ersten 

Lehrbuch über die Graphentheorie zusammengetragen (vgl. Aigner, 2015). 

Die folgenden Unterkapitel betrachten die entstandenen 5 Bereiche der Graphentheorie. 

7.1 Plättbarkeit 

Die Plättbarkeit behandelt den Bereich der planaren Graphen. In dem Kapitel des Vier-

Farben-Satzes und auch im vorherigen Kapitel 5 der Landkartenfärbung, haben wir eine 

Landkarte stets als einen planaren Graphen angesehen und auch den 4-Farben-Satz mittels 

planaren Graphen definiert.  

Zuallererst mussten deswegen eine genaue Definition und auch eine Charakterisierung von 

planaren Graphen stattfinden. Ähnlich wie die Autorin dies bereits in Kapitel 3 dieser 

Diplomarbeit zusammengefasst hat, so war auch bei der Entstehung der Graphentheorie im 

19. Jahrhundert dieses Puzzleteil am vordinglichsten. 

7.2 Färbung 

Bei der Aufklärung über die 4-Färbbarkeit von planaren Graphen ist es natürlich 

naheliegend, die Färbung an sich als separaten und sehr wichtigen Punkt zu betrachten. 

Was ist eine Färbung? Wie kann ich diese definieren? Gibt es nur eine oder unterschiedliche 

Färbungen? Welche Eigenschaft kann eine Graphenfärbung besitzen oder hervorrufen? 

Bei der Bearbeitung dieser Fragestellungen erhoffte man sich natürlich einen Aufschluss 

über das 4-Farben-Problem. 

Überlegungen und die Ausführungen die dazu entstanden sind, hat die Autorin bereits in 

Kapitel 4 bearbeitet.  
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7.3 Faktorisierung 

Da die Faktorisierung von Graphen in dieser Arbeit noch nicht behandelt wurde, führt die 

Autorin hier die Definition einer Faktorisierung an. Anschließend gibt sie einen kurzen 

Überblick darüber, warum dieses Thema in der Graphentheorie zur Sprache kam und daran 

weitergeforscht wurde.  

 

Definition 7.3.1: Sei Ὃ ὠȟὉ ein Graph. Unter einem ὶ-Faktor des Graphen Ὃ verteht man 

einen ὶ-regulären Untergraphen Ὄ ὠȟὉ , also einen Untergraphen in dem jeder Knoten 

den Grad ὶ hat. Dabei haben Ὃ und Ὄ dieselbe Knotenmenge ὠ, jedoch soll ὉᴂṒὉ eine 

echte Teilmenge sein.  

Man sagt Ὃ ist ὶ-faktorisierbar, wenn man den Graphen Ὃ so in ὶ-Faktoren Ὄ

ὠȟὉ  zerlegen kann, sodass jede Kante aus Ὃ in genau einem Faktor Ὄ enthalten ist.  

 

Beispiele: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ὃ 

 

Abbildung 43: Graph G und zwei verschiedene 1-Faktorisierungen 

ὑ 

Abbildung 44: ὑ und zwei verschiedene 2-Faktorisierungen 
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Der Begriff der Faktorisierung wurde als erstes von Peter Guthrie Tait erwähnt. Er brachte 

eine Verbesserung zu Kempes Beweis des 4-Farben-Satzes, welcher leider ebenfalls falsch 

war.  

 

Satz von Tait 7.3.2: zitiert nach Aigner, 2015, S.99 

α5ƛŜ п-Farben Vermutung ist genau dann richtig, wenn das Gerüst jeder kubischen 

brückenlosen Landkarte ὒ in drei disjunkte 1-CŀƪǘƻǊŜƴ ȊŜǊŦŅƭƭǘΦά 

 

Im Lauf der Beschäftigung mit dem 4-Farben-Problem wurde natürlich auch festgestellt, dass 

der Satz von Tait nicht korrekt ist. Als Gegenbeispiel führte Julius Petersen den heute 

berühmten und in dieser Arbeit auch schon mehrfach erwähnten Petersen Graphen an. 

Petersen klärte auch die Frage, ob eine 1-Faktorisierung existiert oder nicht. 

 

Satz von Petersen 7.3.3: Sei Ὃ ein zusammenhängender 3-regulärer brückenloser Graph, so 

besitzt dieser immer einen 1-Faktor (vgl. Aigner). 

 

In dem Bereich der Faktorisierung wurden immer mehr Eigenschaften von Graphen in 

Verbindung mit ihrer Faktorisierung gestellt, und neue Erkenntnisse und 

Anwendungsmöglichkeiten kamen zutage. 

Im Zusammenhang mit der Frage nach einem 1-Faktor kam der Begriff des Matchings auf. 

Ein Matching in einem Graphen Ὃ ὠȟὉ ist eine Teilmenge ὓṖὉ, sodass alle Ecken im 

Untergraphen Ὄ ὠȟὓ  den Grad 1 oder 0 haben (vgl. Aigner,2015). 

  



 
67 

 

7.4 Hamilton Kreis 

Der Begriff des Hamilton Kreises ist in der Arbeit auch noch nicht vorgekommen. Allerdings 

wurden in Kapitel 2, im Zuge des Königsberger Brückenproblems, der Euler Kreis und der 

Euler Weg definiert. 

Zur Erinnerung: Bei einem Euler Weg ging es darum, einen Weg durch einen Graphen zu 

finden, bei dem alle Kanten genau einmal verwendet werden. Ein Euler Kreis ist ein Euler 

Weg, bei dem der Ausgangspunkt gleich dem Endpunkt ist. 

Im Gegensatz dazu ist ein Hamilton Weg ein Weg durch einen Graphen, bei dem jeder 

Knoten genau einmal benutzt wird. Ein Hamilton Kreis ist demnach ein Hamilton Weg mit 

identem Start- und Endpunkt. Die Erklärung scheint sehr einfach, allerdings gelingt der 

Nachweis, ob ein Graph einen Hamilton Kreis besitzt nur NP-vollständig. Eine gute 

Charakterisierung der Graphen, welche einen Hamilton Kreis enthalten ist leider nicht 

bekannt (vgl. Schnitger, 2016). 

 

Definition 7.4.1: Sei Ὃ ὠȟὉ ein Graph. Ein Weg ὖ ὺȟȣȟὺ  heißt Hamilton Weg, 

wenn jeder Knoten aus ὠ in ὖ genau einmal vorkommt. 

 

Definition 7.4.2: Sei Ὃ ὠȟὉ ein Graph. Ein Weg ὖ ὺȟȣȟὺ  heißt Hamilton Kreis, 

wenn ὰ ρ und ὺ  ὺ und ὺȟȣȟὺ  ein Hamilton Weg ist. 

Man nennt einen Graphen, welcher einen Hamilton Kreis besitzt Hamiltonischen Graph. 

Findet man in einem Graphen einen Hamilton Kreis, so kann zum Beispiel die Frage nach der 

geschicktesten Reiseroute bei einem Städtetrip oder der beste Produktionsweg gefunden 

werden. Auch andere alltägliche Problemstellungen können damit beantwortet, 

beziehungsweise gelöst werden. Zweifelsohne hat der Hamilton Kreis sehr viel Praxisbezug, 

doch wie entstand aus dem Vier-Farben-Problem die Fragestellung nach diesem Kreis? 
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Aufgrund der Überlegungen bezüglich der Faktorisierung von Graphen bezüglich der Vier-

Farben-Vermutung von Tait und Petersen kam man zur nachstehenden äquivalenten 

Formulierung des Vier-Farben-Problems: 

Satz 7.4.3: Die 4-Farben Vermutung ist genau dann richtig, wenn die Ecken jeder kubischen, 

brückenlosen und schleifenlosen Landkarte durch disjunkte Kreise gerader Länge bedeckt 

werden können (Aigner, 2015, S.43). 

 

Definition 7.4.4: Eine Landkarte ist kubisch, wenn für alle Knoten ὺɴ ὠ Ὠὺ σ gilt. 

 

Nun stehen wir also vor der Problematik, einen Graphen mit disjunkten Kreisen bedecken zu 

ƳǸǎǎŜƴΦ 5ƛŜ αŜƛƴŦŀŎƘǎǘŜά Variante ist, einen einzigen Kreis zu finden, welcher diese 

Bedingung erfüllt ς einen Hamilton Kreis.  

Hamiltons αIcosion Gameά, welches einen Hamilton Kreis durch die 20 Ecken eines 

Dodekaeders fordert, trug zur Verbreitung des Hamilton Kreises bei. Allerdings gab es auch 

schon ältere Fragestellungen, welche dieses Problem behandelten (vgl. Aigner, 2015). 

Obgleich die Charakterisierung von Graphen, welche einen Hamilton Kreis enthalten, nicht 

bekannt ist und auch der Nachweis eines Hamilton Kreises NP-vollständig ist, wurden im 

Laufe der Jahre, in denen sich MathematikerInnen mit diesem Problem beschäftigten, immer 

neue und schlussendlich sehr viele Eigenschaften von Graphen mit Hamilton Kreisen 

bekannt.  

Abbildung 45Υ IŀƳƛƭǘƻƴǎ αLŎƻǎƛŀƴ DŀƳŜά 
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7.5 Matroide 

Die letzte Disziplin, welche aus der Arbeit mit dem Vier-Farben-Satz entwickelt wurde, ist die 

Arbeit mit sogenannten Matroiden. Der Ausdruck leitet sich von dem Begriff Matrix ab und 

ist eine abstrakte Verallgemeinerung einer solchen. Das Wort Matroid wurde um 1930 von 

Hassler Whitney kreiert (vgl. Aigner. 2015). 

 

Definition 7.5.1: Ein Paar (Ὓȟꞈ  nennt man Unabhängigkeitssystem, wenn Ὓ eine endliche 

Menge ist und ꞈ Ṗς nicht leer und unter Inklusion abgeschlossen ist, das heißt: 

ὃᶰ  ꞈ᷈  ὄṖὃ ᵼὄᶰ Ȣꞈ 

Als unabhängige Mengen werden die Mengen in ꞈ bezeichnet. 

Ein Unabhängigkeitssystem wird als Matroid bezeichnet, wenn gilt: 

ὃȟὄᶰ  ꞈ᷈ ȿὄȿ ȿὃȿ ᵼ ɱὥᶰὃ͵ὄ Ƴƛǘ ὄ᷾ὥᶰ  ꞈ

(vgl. Krumke, 2012). 

 

Mithilfe von Matroiden konnte man Begriffe aus der Linearen Algebra wie lineare 

Unabhängigkeit, Basis und Basis-Ergänzungen axiomatisch aufbauen und so Begriffe aus der 

Graphentheorie auf einer allgemeinen abstrakten Strukturebene bearbeiten und betrachten 

(vgl. Aigner, 2015). 

 

Beispiel: Das graphentheoretische Pendant zu einem linear unabhängigen System ist das 

lineare Matroid. 

Sei nun ὃ eine ά ὲ-Matrix mit den Spalten ὥȟὥȟȣȟὥ. Sei Ὓ ρȟςȟȣȟὲ und es gelte 

Ὓɴ  ꞈᵾ die Vektoren ὥȡὭɴ Ὓ sind linear unabhängig. 

Eine Teilmenge von linear unabhängiger Mengen ist selbst wieder linear unabhängig. Somit 

ist Ὓȟꞈ  ein Unabhängigkeitssystem. Wegen des Austauschsatzes von Steinitz aus der 

Linearen Algebra ist das Paar Ὓȟꞈ  ein Matroid (vgl. Krumke, 2012).  
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8 Schlusswort 

Das Gebiet der Graphentheorie hat mich bei der Themensuche für meine Diplomarbeit in 

der aufliegenden und für mich zugänglichen Literatur gleich nach wenigen Seiten begeistert. 

Einerseits habe ich im Laufe meines Studiums nur wenig Kontakt zu einem ς für die 

Mathematik ς so neuen Themengebiet gehabt, andererseits war mir das Gebiet der 

Graphentheorie bis dahin absolut neu. Ebenfalls faszinierte mich die Anschaulichkeit der 

Graphentheorie und die damit verbundene mathematische Aufarbeitung und 

Beweisführung.  

Im Laufe der Literaturrecherche steigerte sich meine Begeisterung für das Thema und dessen 

Umfang. Mir war nicht bewusst, wie viele komplexe Eigenschaften ein zunächst einfach 

wirkender Graph besitzen kann und auf welche Details man beim Arbeiten damit Rücksicht 

nehmen muss. 

!ƭǎ ǎŜƘǊ ǎŎƘǿƛŜǊƛƎ ŜƳǇŦŀƴŘ ƛŎƘ ƳŜƛƴŜ !ǊōŜƛǘ ȊǳǎŀƳƳŜƴƘŅƴƎŜƴŘ ǳƴŘ αǊǳƴŘά Ȋǳ ǎchreiben, 

da jedes Themengebiet und jeder Satz für sich so komplex und vielschichtig ist, sodass man 

dabei schnell den roten Faden verlieren kann. 

Fasziniert stellte ich fest, wo die Mathematik trotz des enormen aktuellen Wissenstandes 

und der fortschrittlichen Technik auf ihre Grenzen stößt. Obwohl man bereits künstliche 

Intelligenzen programmieren kann, gibt es immer noch NP-vollständige Probleme. 

Mit dem erstmaligen Akzeptieren eines computerbasierten mathematischen Beweises 

wurde ein großer Schritt in die Modernisierung der Mathematik gesetzt. Dies spiegelt auch 

ein wenig die Wichtigkeit und Unentbehrlichkeit von Computern in unserem heutigen Alltag 

wieder.  
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11 Symbolverzeichnis 

ȿὋȿ Ordnung von G 

 

ὅ Kreis der Länge Ὧ 

Ὁ Kantenmenge 

Ὃ ὠȟὉ Graph 

Ὃ͵Ὡ G ohne e 

ὑ  vollständiger Graph 

ὑ ȟ vollständiger bipartiter Graph 

ὒὋ  Kantengraph 

ὖ Weg der Länge Ὧ 

ὠ Knoten-/Eckenmenge 

 

Ὠὺ Grad von ὺ 

 

Ў Ὃ Maximalgrad 

…Ὃ chromatische Zahl 

…ᴂὋ chromatischer Index 

… Ὃ listenchromatische Zahl 

… Ὃ  listenchromatischer Index 

 


